
NAISSANCE DES FEUILLET A GES,

D'EHRESMANN-REEB �A NO VIK OV

par Andr �e Haefliger

Cet expos�e est centr �e sur la th�esede Reeb et sur son in
uence sur les premiers
d�eveloppements de la th�eorie des feuilletages �a travers les probl�emesqui y sont
abord�es.

Apr �esavoir rappel�e dansun premier paragraphela notion de compl�ete int�egrabi-
lit �e pour un champ de p-plans, j' �evoque dans le deuxi�emeparagraphe la naissance
de la th�eoriedesfeuilletagesen examinant dans l'ordre chronologiqueles notesaux
Comptes Rendus de l'Acad�emie des Sciencesde Paris publi �eespar Ehresmann et
Reeb de 1944 �a 1948, ann�eede la soutenancede la th�esede Reeb. Entre 1948 et
1954Ehresmanny apportera descompl�ements importants, en particulier la notion
d'holonomie, que nous d�ecrivonsdans le troisi �emeparagraphe. Dans le paragraphe
suivant, je mentionne les quelquescontributions de ma th�ese(55-58) et l'apport
fondamental de Novikov en 1964-65qui marque le d�ebut de l' âged'or de la th�eorie.

Pour terminer, je mentionne 5 probl�emesqui s'imposaient �a tout lecteur de la
th�esede Reebau d�ebut desann�eescinquante. Cesprobl�emesont jou�e un rôle con-
sid�erabledansle d�eveloppement de la th�eorieet j'indique bri �evement lesprincipales
�etapesde leur r�esolution.

Je remercie E. Ghys, A. Phillips et J. Pradines pour leurs commentaires con-
structifs.

1. Pr �eliminaires.
Commen�cons par rappeler quelquesnotions math�ematiques bien connues d�ej�a

au 19�emesi�ecle1, tout au moins dans un ouvert de Rn .
Un champ K d'�el�ements de contact de dimensionp (ou pour simpli�er un champ

de p-plans) de classeC r sur une vari�et�e V est la donn�eepour chaquepoint x de V
d'un sous-espaceK (x) de l'espacetangent �a V en x, variant r -di� �erentiablement
avec x. Si n est la dimension de V , on dit que q = n � p est la codimension
de K . Localement un tel champ peut être donn�e par l'annulation de p formes
di� �erentielles de degr�e 1 (formes de Pfa� ) lin �eairement ind�ependantes en chaque
point. Une sous-vari�et�e int�egrale(sous-entendu de dimensionp) pour un tel champ
est une sous-vari�et�e connexede V de dimensionp tangente en chacun de sespoints
x �a K (x). Le champ K est dit compl�etement int�egrablesi par chaque point de V
passeune sous-vari�et�e int�egrale. Il en r�esulte (tout au moins si r � 1) qu'il existe
au voisinagede chaque point de V des coordonn�eeslocales(x1 ; : : : ; xn ) telles que
K soit d�e�ni dans cescoordonn�eespar l'annulation desq formesdxn � p+1 ; : : : ; dxn ,

1On pourra consulter �a ce prop os l'article Propri �et�es g�en�erales des syst�emes d'equations aux
d�eriv �ees partiel les. Equations lin �eaires du premier ordre, de G. Flo quet d'apr �es E. von Weber,
paru dans l'Encyclop �edie des Sciencesmath �ematiques, (1910), Tome I I, vol.4, p. 1-55.
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2 PAR ANDR �E HAEFLIGER

les var�et�es int�egralesdans ce syst�eme de coordonn�ees�etant des morceaux ouverts
desp-plans parall�elesaux p premiers axesde coordonn�ees.

LorsqueK est compl�etement int�egrable,par chaquepoint de V passeune vari�et�e
int�egralecompl�ete (i.e. maximale) unique qui est une sous-vari�et�e immerg�eeet V
est l'union disjointe desvari�et�es int�egralescompl�etes.

Si p = 1, tout champ K de 1-plans de classeC1 est compl�etement int�egrable
(cela r�esulte de l'existence de solutions pour les �equations di� �erentielles). Ce n'est
plus le cassi p > 1. Par exempledans l'espaceeuclidien �a 3 dimensions,le champ
de 2-plans donn�espar l'annulation de la forme de Pfa�

! = dz � xdy + ydx

n'est pas compl�etement int�egrable. Le long de l'axe Oz le champ est horizontal et
l'in tersection avecun cylindre d'axe Oz est un champ de directions tangentes �a des
spirales.

D'une mani�ere g�en�erale, pour un champ de plans de codimension 1 donn�e par
une forme de Pfa� ! , la condition d'in t�egrabilit �e �equivaut �a ! ^ d! = 0. Dans ce
cas il existe localement une fonction non nulle � , appel�ee un facteur int �egrant, et
une fonction � , appel�ee une int �egrale premi�ere, telles que ! = �d� . Les vari�et�es
de niveau de � sont les vari�et�es int�egrales. Carath�eodory [5] a donn�e en 1909 une
caract�erisation g�eom�etrique localede la compl�ete int�egrabilit �e d'une forme de Pfa�
! , �a savoir: ! est compl�etement int�egrablesi et seulement si, pour tout voisinage
U de tout point x, il existe un point de U qui ne peut être reli�e �a x par une
courbe dans U tangente au noyau de ! . Il a utilis �e cette caract�erisation pour
exprimer de mani�ere remarquablement conciseet conceptuelle le secondprincip e
de la thermodynamique2

Tout champ de vecteurs partout non nul d�e�nit un champ de 1-plans dont
les vari�et�es int�egrales compl�etes sont les tra jectoires ou solutions maximales de
l' �equation di� �erentielle correspondante. Poincar�e [2] a initi �e �a la �n du 19-�eme
si�ecle l' �etude qualitativ e globale des tra jectoires de ce type, suivie par un nombre
consid�erable de travaux, en particulier dans le cas o�u la vari�et�e ambiante est une
surface (tra vaux de Bendixson [4], Denjoy [8] et Kneser [6] qui a consid�er�e des
champs de 1-plans non forc�ement orient�es sur le 2-tore ou la bouteille de Klein).
Signalonsaussi le travail remarquable de Seifert [9] qui a donn�e une classi�cation
compl�ete des�brations en cerclesdesvari�et�escompactesde dimension 3, certaines
�bres pouvant être exceptionnelles.

Les solutions des �equations di� �erentielles dans le domaine complexe sont des
sous-vari�et�esde dimension r�eelle2 et peuvent être consid�er�eescomme les vari�et�es
int�egralesd'un champ de2-planscompl�etement int�egrable. Voir �a ceproposl'article
de E. Ghys [82] o�u il rel�eve que Painlev�e [3] est l'un des premiers "�a comprendre
qu'il est pr�ef�erable de consid�erer les solutions commedessurfacesde Riemann non
param�etr�eesqui sont en g�en�eral non singuli�eresmais dont les projections sur les
axesde coordonn�eespr�esentent dessingularit �es".

Dans un groupe de Lie G connexe, les translat �es �a droite d'une sous-alg�ebre
de Lie de dimension p de l'alg�ebre de Lie de G (identi� �ee �a l'espacetangent �a G
en l' �el�ement neutre) est un champ de p-plans compl�etement int�egrable; les sous-
vari�et�esint�egralescompl�etessont lesclassesde G modulo un sous-groupede Lie de
G d'alg�ebre de Lie la sous-alg�ebre donn�ee.

2Je remercie Daniel Bennequin et Alain Chenciner qui m'on t signal�e ce fait qui est aussi
mentionn �e dans le livre de B. L. Reinhart [71].
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Dans son livre The theory of Lie groups [13] paru en 1946,C. Chevalley appelle
distribution cequenousavonsappel�e plus haut champd'�el�ementsde contact et ex-
posetr �essoigneusement la caract�erisation in�nit �esimalede l'in t�egrabilit �e(th �eor�eme
dit de Frobenius) dans le casanalytique.

2. La th �ese de Reeb.

Nous allons suivre la gen�esede la th�esede Reeb en examinant successivement
les notesaux ComptesRendusde l'Acad�emiedesSciencespubli �eespar Ehresmann
et Reebde 1944�a 1948.

Le probl�emede l'existenced'un champ de 2-planscompl�etement int�egrablesur la
3-sph�ereavait �et�e pos�e par Hopf en 1935d�ej�a sousla forme suivante (cf. [75], Tome
I,1-2 , p.507,et [70]) : existe-t-il sur la 3-sph�ere,munie desam�etrique riemannienne
naturelle, un champ devecteursv partout non nul tel quele produit scalairev:rot(v)
de v et de son rotationel s'annule? Cette condition �equivaut �a la condition de
compl�ete int�egrabilit �e mentionn�eeplus haut pour la forme de Pfa� correspondant
�a v par l'isomorphisme entre vecteurs et formes dans une vari�et�e riemannienne.
Citons Reeb [70] : "Ce probl�eme a aussitôt retenu l'atten tion de Ehresmann qui
a mis ce probl�eme "en conserve" dans un magni�que r�egistre-r�epertoire que mon
mâ�tre m'avait autoris�e�a consulteren1942,non sansapporter unecertainesolennit�e
-justi� �ee- �a la communication du registre. Comment taire ici un regret : le riche
contenu du r�epertoire ne semble pas avoir �et�e port �e �a la connaissanced'un public
�elargi?"

Ainsi pendant la guerre,�a Clermont-Ferrand, o�u l'univ ersit�edeStrasbourg s'�etait
repli�ee,Ehresmannpropose�a son�el�eve GeorgesReebd'�etudier les propri �et�esglob-
alesdeschampsd'�el�ements de contact compl�etement int�egrablesde dimensionquel-
conque. On s'accorde�a reconnâ�tre que la note [11] soumiseaux CRAS le 19 juin
1944par Ehresmannet Reebest l'acte de naissancede ce que Reebappellera trois
ans plus tard la th�eorie desvari�et�es feuillet�ees.

Dans le premier paragraphede cette note de deux pages,les auteurs rappellent
la notion de champ K d'�el�ements de contact compl�etement int�egrablessur une
vari�et�e V , les vari�et�es int�egralescompl�etes �etant d�e�nies comme les composantes
connexesde V pour une topologie plus �ne que celle donn�eesur V (ayant comme
based'ouverts les vari�et�es int�egraleslocales).

Dans le secondparagraphe, ils montrent (th �eor�eme 1) que si V est la n-sph�ere
ou l'espaceeuclidien de dimension n (et si p et n � 1 sont pairs), la caract�eristique
d'Euler-Poincar�e de toute vari�et�e int�egralecompacteest nulle. C'est une observa-
tion importante (voir la �n de cette note), mais la d�emonstration qui en est donn�ee
ici, et qui fait appel �a desr�esultats de Gysin et Hopf, est curieusement indirecte. En
e�et Ehresmannavait d�ej�a �a sa disposition son th�eor�emede rel�evement deshomo-
topies dans lesespaces�br �eset il aurait su�t de remarquer que le �br �e K restreint
au compl�ementaire d'un point de Sn est trivial. Bien ŝur Ehresmannle remarquera
tr �esvite plus tard, et l' �enonc�e de ce th�eor�emeseragrandement g�en�eralis�e, voir [18].

Dans le troisi �eme paragraphe, les auteurs �enoncent (Th �eor�eme 2) un r�esultat
remarquable, que l'on d�esignemaintenant sous le nom de th�eor�eme de stabilit �e
globale de Reeben codimension 1, et dont voici l' �enonc�e.

"Th �eor �eme 2. Si K est un champcompl�etement int �egrabled'�el�ementsde dimen-
sion n � 1 d�e�nissable par une forme de Pfa� 3 et si Cn � 1 est une vari�et�e int �egrale

3Ceci �equivaut �a supposer que K est transv ersalement orientable.
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compacte �a groupe de Poincar�e �ni, toute vari�et�e int �egrale su�samment voisine
est hom�eomorphe�a Cn � 1 . Si de plus Vn est compact, toutes les vari�et�es int �egrales
compl�etes sont hom�eomorphes�a Cn � 1 et constituent un syst�eme de �br es de Vn .
Si Vn est quelconque et si toutes les vari�et�es int �egrales compl�etes sont compactes,
celles-ci sont hom�eomorpheset constituent un syst�eme de �br es de Vn .

La d�emonstration fait intervenir des r�esultats de Bendixson sur les courbes
d�e�nies par des�equationsdi� �erentielles."

Dans l' �enonc�e de ce th�eor�eme, il y a trois a�rmations distinctes ; la premi�ere
concerneles vari�et�es int�egralescompl�etesprochesd'une vari�et�e int�egralecompacte
�a groupedePoincar�e �ni ; la secondea�rme quesi la vari�et�eambiante estcompacte
et s'il existe une vari�et�e int�egralecompacte �a groupe de Poincar�e �ni, alors toutes
les vari�et�es int�egralescompl�etes sont les �bres d'une �bration de base un cercle
(stabilit �e globale); en�n la troisi �eme a�rme que si toutes les vari�et�es int�egrales
compl�etes sont compactes (pas forc�ement �a groupe de Poincar�e �ni), alors elles
sont les �bres d'une �bration (dont la baseest un cercleou une droite suivant que
la vari�et�e ambiante est compacteou non).

Notons que les deux premi�eres a�rmations n'ont aucun sens si les vari�et�es
int�egralessont de dimension 1 puisque dans ce cas une vari�et�e int�egralecompacte
est un cercle et a donc un groupe de Poincar�e in�ni. Notons aussi que la br�eve
indication sur la d�emonstration est tr �es pertinente. Elle se r�ef�ere en e�et aux
r�esultats de Bendixson [4] sur lespropri �et�esdesfamilles de courbesd�e�nies par des
�equationsdi� �erentielles dans le plan et beaucoupde sesraisonnements s'appliquent
aux syst�emescompl�etement int�egrablesen codimension1. La structure d'ordre sur
une petite courbe transverseaux vari�et�es int�egralesjoue un rôle essentiel.

En�n les auteurs d�ecrivent le fameux exempled'un champ de 2-plans compl�ete-
ment int�egrablesur la 3-sph�ere(Ehresmanna pr�ecis�eplus tard [26] quecet exemple
�etait bien dû �a Reeb), r�epondant ainsi par l'a�rmativ e �a la question de Hopf. Pour
r�esoudrece probl�emeil fallait oublier la formulation analytique, et la reconsid�erer
d'une mani�ere purement g�eom�etrique.

Voici une copie de ce dernier paragraphe.
" Champsd'�el�ementsplans (p = 2) compl�etement int �egrablesdans S3 ou R3.
Toute surface int�egrale compacte est hom�eomorphe au tore. Il existe e�ec-

tiv ement des champs compl�etement int�egrablesadmettant le tore comme surface
int�egrale. Par exempledans le tore euclidien plein consid�eronsla forme

rdr + (1 � r )d�

r , distance au centre du cercle m�eridien correspondant ; � , longitude ; � , lat-
itude. Cette forme est compl�etement int�egrable et admet le tore r = 1 comme
surfaceint�egrale. En identi�an t les bords de deux exemplairesde ce tore plein, les
m�eridiensde l'un �etant identi� �esavec les parall�elesde l'autre on obtient un champ
compl�etement int�egrable sur S3 admettant un tore comme surface int�egrale. Ce
tore est adh�erent �a toutes les autres surfacesint�egralescompl�etes,et celles-cisont
toutes �el�ementaires et non compactes."

Ainsi les auteurs rappellent d'abord qu'une vari�et�e int�egralecompactedoit être
n�ecessairement un tore (Th. 1). Cette remarque est un bon point de d�epart pour
la construction. On imagine le tore plong�e de mani�ere naturelle dans l'espace; il
borde de chaque côt�e un tore plein qu'il s'agit de remplir avec des surfaces,l'une
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d'entre elles �etant le bord. Notons que la forme de Pfa� qui d�ecrit le champ de
2-plans est seulement contin ue (analytique dans le tore plein si on remplace 1 � r
par 1 � r 2 ), mais pas de classeC1 le long du bord commun des tores pleins.
N�eanmoinsil existeun hom�eomorphismede la 3-sph�eresur elle-mêmetransportant
cesvari�et�esint�egralessur lesvari�et�esint�egralesd'un champ de 2-plansind�e�nimen t
di� �erentiable, mais pas analytique comme le remarque Reeb dans sa th�ese [26]
p.113 (c'est l�a qu'il posele probl�emede l'existence d'un feuilletage analytique sur
la 3-sph�ere). En e�et si on coupe le tore avec un plan contenant un m�eridien,
l'in tersection de ce plan avec les vari�et�es int�egralessitu�ees�a l'ext �erieur sont des
spirales s'enroulant asymptotiquement autour du m�eridien, alors que les intersec-
tions avec les vari�et�es int�egrales compl�etes situ�ees �a l'in t�erieur sont des cercles
concentriques. Si l'on consid�ere l'application de premier retour de Poincar�e dans
ce plan relativement �a une petite transversalecoupant le m�eridien, on trouve une
application qui est l'identit �e sur la partie de la transversale qui est �a l'in t�erieur
du tore et qui n'est pas l'identit �e �a l'ext �erieur ; une telle application ne peut être
conjugu�ee�a une application analytique.

Dans la note suivante de 1945 [12], Reeb montre qu'une vari�et�e int�egrale com-
pacte homologue�a z�ero a sa caract�eristique d'Euler-Poincar�e nulle. Il �etudie �ega-
lement les vari�et�es int�egralescompl�etes d'une forme de Pfa� ferm�ee partout non
nulle sur une vari�et�e compacteen fonction de la d�ependancesur les rationnels de
sesp�eriodes.

En 1946,Reebpublie une note [14] dans laquelle il consid�ere le casd'une forme
de Pfa� ! compl�etement int�egrable(c'est �a dire telle que ! ^ d! = 0) ayant un z�ero
isol�e �a l'origine de Rn ; n � 3. Il remarque que si la matrice desd�eriv�eespartielles
de cette forme �a l'origine est d�e�nie (on dit que 0 est un centre), alors la forme
admet un facteur int�egrant. Il applique notamment le th�eor�emede stabilit �e de la
note de 1944pour en conclurequesi une forme int�egrablesur une vari�et�e compacte
de dimension n � 3 n'a commepoints singuliers que des centres, cette vari�et�e est
hom�eomorphe�a unesph�ereet lesvari�et�esint�egralessont lesvari�et�esdeniveaud'une
fonction di� �erentiable. (C'est un th�eor�emebeaucoupplus fort quecelui que Milnor
a utilis �e dans son premier travail [30] sur les structures exotiques des sph�eresS7,
sousle nom de th�eor�emede Reeb,et qui a�rme qu'une vari�et�e compacteayant une
fonction de Morse avec seulement un minimum et un maximum est une sph�ere.)

En 1947 paraissent conjointement dans le même fascicule des Comptes Ren-
dus de l'Acad�emie desSciencesdeux notes fondamentales, une d'Ehresmann "Sur
les espaces �br �es di� �erentiables" [16] et une de Reeb"V ari �et�es feuil let�ees,feuil les
voisines" [17].

Dans la premi�ere, Ehresmann d�e�nit la notion de �br �e di� �erentiable d'espace
total E , baseB , projection p de E sur B et �bre type F . Il �enonceensuite comme
proposition 1 le fait fondamental qu'une submersion di� �erentiable d'une vari�et�e
compacteconnexeE sur une vari�et�e connexeB est la projection d'une �bration. Il
introduit ensuite la notion de connexionin�nit �esimalecomme�etant la donn�eed'un
champ d'�el�ements de contact de dimension �egale �a celle de la baseet transverse
aux �bres. Il remarque qu'un tel champ existe toujours (aussi dans le cas d'une
submersion;c'est en fait la cl�e de la d�emonstration de la proposition 1). Il montre
ensuite que si ce champ est compl�etement int�egrableet si les �bres de p sont com-
pactes,alors les vari�et�es int�egralescompl�etessont desrevêtements de B et qu'on a
une repr�esentation du groupe de Poincar�e de B bas�e en un point x dans un groupe
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d'automorphismes de la �bre au-dessusde x.
Dans la note qui suit, Reebintroduit pour la premi�erefois la terminologie feuil le

(au lieu de vari�et�e int �egrale compl�ete). Il donned'abord une d�e�nition (inspir �eepar
Ehresmann,cf. [27], p.96) de la notion de structure de vari�et�e feuillet�eede dimen-
sion p et codimensionq = n � p sur une vari�et�e topologiqueV de dimensionn ; une
telle structure estd�e�nie par un atlas form�edecartesqui sont deshom�eomorphismes
d'ouverts deV sur desouverts de l'espacenum�eriqueRn = Rp � Rq, leschangements
de cartes appartenant au pseudogroupe des hom�emorphismeslocaux de Rp � Rq

localement de la forme

(x; y) 7! (g(x; y); h(y)) ; x 2 Rp; y 2 Rq:

Les changements de cartes appliquent desmorceauxouverts de p-plans horizon-
taux hom�eomorphiquement sur desmorceauxde p-plans horizontaux. Ils sont donc
contin us pour la topologie de Rn admettant cesmorceaux comme based'ouverts,
d'o�u une topologiesur V qui enfait unevari�et�e dedimensionp dont lescomposantes
connexessont les feuilles. L'ordre de di� �erentiabilit �e deschangements de cartesest
par d�e�nition celui de la structure feuillet�ee. Cette d�e�nition oublie temporairement
le champ d'�el�ements de contact et prend un senspr�ecisdans le castopologique. De
plus elle permet une grande souplessepour d�ecrire desstructures plus pr�ecises,en
imposant aux changements de cartes d'appartenir �a dessous-pseudogroupesparti-
culiers, par exempleceux qui pourraient pr�eserver une structure complexeou sym-
plectique dans les variables y ou une structure riemannienne �a courbure constante
� 1 dans les p-plans horizontaux, etc.

Une terminologie fort bien adapt�eeet suggestive a pris naissance4. Dans l'esprit
de Reeb, localement une structure feuillet�ee est form�ee de sous-vari�et�es parall�eles
commeles feuillesd'un livre ou encoremieux commecellesd'une pâte feuillet�ee(cf.
Reeb [70] ). Le terme "structure feuillet�ee" apparâ�t dans le Littr �e pour quali�er
la structure de certaines roches. La traduction anglaisen'a pas �et�e �evidente. H.
Samelsonqui a r�ef�er�e pour les Math. Reviewstous les travaux de Reebet Ehres-
mann jusqu'en 1955 traduit "feuille" par "leaf" et "vari�et�e feuillet�ee" par "leaved
manifold" ou exceptionnellement "laminated manifold" (idem pour Chern qui a
r�ef�er�e ma note de 1956). La traduction "foliation" a �et�e utilis �ee par Ehresmann
dans sesconf�erencesdonn�ees�a Princeton5 en 1953-54(D.C. Spencerassistait �a ces
conf�erenceset il est probable que cette traduction se soit d�es lors impos�ee sur la
côte Est desUSA).

Dans cette note Reeb annonceaussi son fameux th�eor�eme de stabilit �e en codi-
mension quelconque,�a savoir que si une feuille F d'un feuilletage topologique est
compacteet �a groupe de Poincar�e �ni, alors toutes les feuilles rencontrant un voisi-
nage convenablede F sont aussi compacteset �a groupe de Poincar�e �ni. De plus
si le feuilletage est deux fois di� �erentiable, alors les feuilles voisinesde F sont des
revêtements de F .

4Dans son livre "Le Jargon des Sciences" (Paris, Hermann, 1966), l' �ecrivain Etiem ble men-
tionne (p.76) plusieurs termes cr�e�es par les math �ematiciens, dont "feuillet �e". Je le cite: " Le
pittoresque voulu de chacun de cesmots favorise l'in tuition et secondel'imagination." Et plus loin
(p.77): " Th �eorie des vari �et�es feuuil let�ees, espace �br �e di� �erentiable, vous êtes irr �eprochables.(...)
Pour des concepts tr �es neufs, on n'a pas eu recours au grec, ni �a l'am �ericain; on s'est content �e
d'a jouter un sensplus pr �ecis �a tel vieux mot de la tribu; on s'est content �e de faire comme Mallarm �e,
�a d'autres �ns."

5Voir le fac-simil �e repro duit au d�ebut de la partie I I.2 de sesoeuvres compl�etes [75].
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Reebs'est �evidemment pos�e la questionde savoir si le th�eor�emede stabilit �e glob-
ale en codimension 1 avait un analogueen codimension sup�erieure �a 1. Il y r�epond
partiellement l'ann�ee suivante dans une note [19] en construisant un exemple de
feuilletage de codimension 2 sur une vari�et�e compacteayant desfeuilles compactes
simplement connexeset desfeuilles compactes�a groupe de Poincar�e in�ni.

En�n en 1948, il publie une note [20] o�u il d�emontre qu'une forme de Pfa�
compl�ete-ment int�egrable holomorphe dans un voisinagede 0 dans Cn ; n � 3; et
ayant un point singulier non d�eg�en�er�e �a l'origine admet une int�egrale premi�ere
holomorphe. Il en d�eduit le th�eor�emeanaloguedans le casanalytique r�eel.

Reeb soutient sa th�eseen 1948 et les d�etails des d�emonstrations seront publi �es
en 1952dans un livre [27] contenant conjointement la th�esede Wu Wen-Tsun et la
sienne.

3. Compl �ements dûs �a Ehresmann.

Autour de 1950, Ehresmann d�egageune notion absolument essentielle pour les
feuilletagesqu'il appellera holonomie,et qui �etait sous-jacente, mais non explicit �ee,
chez Reeb.

Dans son expos�e au Colloque de Topologie de Bruxelles ([23], paragraphe 4),
il reprend en les pr�ecisant les consid�erations de sa note de 1947 [16]. Il consid�ere
une connexionin�nit �esimaleint�egrabledans un �br �e di� �erentiable d'espacetotal E
et de baseconnexeB, c'est-�a-dire un champ d'�el�ements de contact transverseaux
�bres de dimension�egale�a cellede la base. Il supposeque tout chemin dansla base
peut serelever suivant un chemin horizontal pour la connexion,c'est-�a-dire tangent
aux �el�ements de contact du champ (c'est toujours le cassi la �bre F est compacte).
Par rel�evement des chemins, cette situation d�etermine un homomorphisme H du
groupe fondamental de B bas�e en x0 2 B dans un groupe d'automorphismes de la
�bre au-dessusde x0, appel�e l' holonomie de la connexion:

H : � 1(B ; x0) ! Aut (F ):

Il remarque que la donn�ee de H permet de reconstruire �a la fois le �br �e E et le
feuilletage transverseaux �bres, �a savoir

E = eB � F=(~x; y) �equivalent �a (
 :~x; H (
 )(y)) ; 
 2 � 1(B ; x0)

o�u eB est revêtement universel de B sur lequel le groupe fondamental op�ere par
translations de revêtement. Le feuilletage transverseaux �bres est le quotient du
feuilletage horizontal sur eB � F .

Cette construction r�eciproque (appel�eesuspensionde H ) est fondamentale pour
construire de multiples exemplesde feuilletagesint�eressants et montre une relation
intime entre actions par di� �eomorphismesde groupes discrets sur les vari�et�es et
th�eorie desfeuilletages.

Il remarque que cette situation s'applique au cas o�u B est une feuille com-
pacte d'un feuilletage di� �erentiable admettant un syst�eme fondamental de voisi-
nagestubulaires satur�espar desfeuilles; les �bres d'un tel voisinagetubulaire assez
petit seront transversesaux feuilles, et l'on aura donc un homomorphisme H du
groupe fondamental de B en x dans le groupe des di� �eomorphismes d'un petit
disque transverse aux feuilles centr �e en x et �xan t x. Il note que, si toutes les
feuilles voisinesde B sont compactes,l'image de H est un groupe �ni (grâce �a un
th�eor�emede Montgomery) et conjugu�e �a un sous-groupe du groupe orthogonal.
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Ehresmann observe aussi dans cet article que le �br �e tangent aux feuilles d'un
feuilletage une fois di� �erentiable a une connexion lin �eaire plate naturelle (il avait
d�ej�a fait cette remarque en 1948 dans [18]). Une connexion du �br �e tangent �a la
vari�et�e feuillet�eedont la restriction aux feuilles co•�ncide avec cette connexionplate
est un desingr�edients essentiels dansla d�emonstration du th�eor�emed'annulation de
Bott [46]. L'autre est la th�eoriedesclassescaract�eristiqueset de l'homomorphisme
de Chern-Weil admirablement expliqu�e par H. Cartan dans ce même colloque de
topologie de Bruxelles [24] dont les deux expos�es encadrent celui de Ehresmann.
C'est dire que le th�eor�emed'obstruction de Bott (1968) [46], qui seprouve en une
demi-page�a partir de cesdeux ingr�edients, aurait pu être d�emontr �e �a cette �epoque
d�ej�a (cf. [81],volume 3, pageXXVI I I).

Dans une s�erie de conf�erencesdonn�ees�a l'Univ ersit�e de Princeton en 1953-54
dans le cadre du s�eminaire de Lefschetz, Ehresmann a g�en�eralis�e comme suit ces
consid�erations au cas d'une feuille quelconqueB d'un feuilletage de classeC r , o�u
r � 1, de codimension q. Soit c un chemin dans B , c'est-�a-dire une application
contin ue de l'in tervalle [0; 1] dans B , et soient T et T 0 despetits disquesde dimen-
sion q transversesaux feuilles centr �es respectivement en c(0) = x et c(1) = x0. On
peut construire une famille contin ue de chemins cy , param�etr�ee par les points y
d'un petit voisinageU de x dans T, le chemin cx �etant �egal �a c et chaque chemin
cy �etant contenu dans la feuille passant par y et reliant y �a un point y0 de T0.

L'application envoyant y sur y0 est un di� �eomorphismede classeC r de U sur
un voisinageU0 de x0 dans T0. Le fait fondamental �a d�emontrer est que le germe
(Ehresmanndisait le jet local) decedi� �eomorphismeenx ned�ependquede la classe
d'homotopie de c dans B �a extrêmit�es �xes. On en d�eduit donc en particulier, si
T = T0, un homomorphismeH du groupefondamental deB bas�eenx dansle groupe
desgermesen x desdi� �eomorphismeslocaux de T �xan t x. Cet homomorphisme
est appel�e l' holonomie de la feuille B et son image est le groupe d'holonomie de B .
Il est bien d�e�ni �a conjugaisondi� �erentiable pr�essi l'on changela sectiontransverse
T et le point basedans B . Il faut noter qu'�a l' �epoque, la notion de germen'�etait
pas encorefamili �ere �a tous !

Ehresmannremarqueaussique le th�eor�emede stabilit �e de Reebreste valable si
l'h ypot�eseque la feuille compacteB a un groupe de Poincar�e �ni est remplac�eepar
l'hypoth�eseque la feuille compactea un groupe d'holonomie �ni.

Plus g�en�eralement consid�erons une sous-vari�et�e T transverse aux feuilles, de
dimension compl�ementaire, et coupant chaque feuille au moins une fois. On peut
appliquer la construction pr�ec�edente en faisant varier x et x0 dansT et obtenir ainsi
le pseudogroupeP d'holonomie du feuilletageassoci�e �a la transversaleT. Le groupe
d'holonomie de la feuille passant par le point x de T est conjugu�e au groupe des
germesen x des�el�ements de P �xan t x. Le pseudogroupe d'holonomie P 0 associ�e �a
une autre transversaleT 0 v�eri�an t despropri �et�esanaloguesest �equivalent �a P dans
un sensnaturel6.

Apr �es l'in troduction par Ehresmannde l'holonomie, on peut dire que les fonde-
ments de la th�eoriedesfeuilletages�etaient en place. Ehresmannn'a r�edig�e sesid�ees
sur l'holonomie que trois ans plus tard dans une courte note aux CRAS publi �eeen
collaboration avecShih Weishu en 1956[29] et dansun cadrebeaucoupplus g�en�eral

6Cette relation d' �equivalence �evidente n'a �et�e explicit �ee par �ecrit que beaucoup plus tard,
lorsque cette notion s'est av�er�ee n�ecessaire dans la formulation de certains �enonc�es (voir par
exemple Bouma-V an Est, Indag. Math., 40 (1978), p. 313-347 et les papiers de Van Est qui ont
suivi, ainsi que Hae
iger, J. Di�. Geom. 15 (1980), p.269-347).
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(voir aussi [35], reproduit dans [75], tome II.2). C'est aussidans cette note que le
groupo•�de d'holonomie d'un feuilletage (appel�e parfois maintenant le graphe du
feuilletage) est introduit pour la premi�erefois, mais sanstopologie (elle serad�e�nie
dans [35]).

4. De Reeb �a No vik ov.

C'est en automne 1954que je suis arriv �e �a Strasbourg commeboursier du gou-
vernement fran�cais pour �etudier sousla direction d'Ehresmann. C'est Ren�e Thom
qui m'a expliqu�e les id�eesd'Ehresmann sur l'holonomie durant l'hiv er 54-55(Ehres-
mann �etait souvent en voyage). J'ai r�ealis�e assezvite que, dans le casdi� �erentiable,
l'holonomie d'une feuille propre F (c'est �a dire telle que sa topologie de feuille co-
incide avec la topologie induite) permettait de reconstruire le germe de voisinage
feuillet�e de F et le caract�erisait. L'ann�ee suivante j'ai d�emontr �e la non-existence
de feuilletagesanalytiques de codimension 1 sur les vari�et�escompactessimplement
connexes[28], r�epondant en particulier par la n�egative �a la questionpos�eepar Reeb
concernant l'existence d'un feuilletage analytique sur la 3-sph�ere.

L'id �eede la d�emonstration est simple. On observe tout d'abord qu'un feuilletage
de codimension 1 sur une vari�et�e compacte V simplement connexe poss�ede une
feuille non compacte et qu'en g�en�eral, en codimension 1, une feuille non ferm�ee
est toujours coup�ee par une courbe transversaleferm�ee. Comme V est suppos�ee
simplement connexe, il existe une application di� �erentiable f d'un disque D de
dimension2 dansV telle quela restriction def au bord du disquesoit la transversale
ferm�ee. On peut supposer f en position g�en�erale par rapport aux feuilles. On
regardealors la trace du feuilletage sur le disque: c'est un feuilletage de dimension
1 avec un nombre �ni de singularit �es qui sont du type maxima-minima ou point
selle. En utilisant lestechniquesclassiquesde Poincar�e-Bendixson,on constatequ'il
existe forc�ement une courbe ferm�ee sur une feuille dont l'holonomie est l'identit �e
d'un côt�e et une contraction de l'autre, ce qui contredit l'analyticit �e.

Apr �es cela j'ai demand�e �a Ehresmann si les r�esultats que j'avais obtenus pour-
raient su�re pour une th�ese. Il m'a r�epondu : " Oui si vous d�emontrez en plus
que pour tout feuilletage de la 3-sph�ere, il existe une feuille compacte !". Mal-
heureusement je n'ai pas r�eussi �a r�epondre �a cette question qui �etait dans l'air
depuis longtemps, probl�eme que Helmut Kneser avait abord�e plusieurs fois sans
succ�eset qui serar�esolupar Novikov en 1964.

J'ai donc dû me contenter de r�edigeren d�etails mesr�esultats partiels tout en es-
sayant de comprendreplus profond�ement cequepouvait signi�er l'image r�eciproque
sur un espacetopologique K d'un feuilletage de codimension q et de classeC r sur
une vari�et�e V par une application contin ue f de K dans V (plus haut K �etait le
disque unit �e D). Ceci m'a conduit �a introduire la notion de �-structure sur K ,
o�u � �etait dans ce cas le groupo•�de des germesde di� �eomorphismesde classeC r

de Rq. Par exemple si f est l'inclusion d'une feuille F dans V , alors la struc-
ture induite est pr�ecis�ement l'holonomie de F . Ceci conduisait naturellement �a
mettre l'accent sur la structure transversemodel�ee par un pseudogroupe ou plus
g�en�eralement un groupo•�de topologique� . La notion de micro�br �e feuillet�e associ�e
�a une �-structure apparaissait explicitement dans les deux cas particuliers trait �es
end�etails (holonomied'une feuille et structure transversalement analytique de codi-
mensionun), mais les outils pour le casg�en�eral �etaient pr�esents. Malheureusement
la r�edaction [33] dans cette g�en�eralit �e est devenue parfaitement illisible. Pour cette
raison, j'ai pro�t �e d'un cours au CIME �a Urbino en 1962[36] pour r�eexpliquer les
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r�esultats de la th�esede Reeb�a la lumi �eredesid�eesd'Ehresmann sur l'holonomie, et
les r�esultats de ma th�ese(en omettant la notion de �-structure, notion qui jouera
douzeans plus tard [51] un rôle fondamental (voir les articles d'Anosov dans [84],
volume 4, p.43-45et 352-353).

Revenons en 1956. La th�ese de Reeb �etait encore largement m�econnue. A
part un petit cercleautour d'Ehresmann, personnene s'int�eressaitaux feuilletages.
D'autres sujets passionnants �emergeaient en topologie di� �erentielle, par exemple
la d�ecouverte par Milnor de structures di� �erentiables exotiquessur dessph�eresou
l' �etude dessingularit �esdesapplications di� �erentiables par Thom et Whitney. D�es
1958mesint�er̂ets sesont tourn�esvers la topologie di� �erentielle et je ne suis revenu
aux feuilletagesde mani�ere active qu'en 1969 quand j'ai eu connaissancede la re-
marquable d�ecouverte par Bott [46] d'une obstruction �a la compl�ete int�egrabilit �e.

Jetons encoreun bref coup d'oeil �a la liste despublications concernant les feuil-
letagesentre 1950 et 1963. A part cellesd'Ehresmann et de ses�el�eves, notons le
travail [25] tr �esint�eressant de Seifert (1950) qui montre qu'un feuilletage de dimen-
sion 1 sur S3 assezproche de la �bration de Hopf a toujours une feuille ferm�eeet
qui pose la question de savoir si un champ de vecteurs partout non nul sur S3 a
toujours une tra jectoire p�eriodique (probl �emer�esolupar la n�egative beaucoupplus
tard par P. Schweitzer en 1975dans le casC1 et par Krystina Kup erberg en 1993
dans le cas C1 , voir le rapport de E. Ghys [79]). Notons aussi le beau r�esultat
de Milnor [32] en 1958 qui montre qu'un �br �e vectoriel de rang 2 sur une surface
orientable compacte S de genre � 0 a une connexion lin �eaire plate, si et seule-
ment si sa caract�eristique d'Euler est born�eeen valeur absoluepar la moiti �e de la
valeur absolue de la caract�eristique d'Euler de S. En 1956 B. Reinhart soutient
une th�esesousla direction de D. C. Spencerconcernant les formesharmoniquessur
les vari�et�esfeuillet�ees,et en 1959il introduit la notion fondamentale de feuilletage
riemannien [34], notion qui g�en�eraliseen codimensionsup�erieurecellede feuilletage
donn�e par une 1-forme ferm�ee�etudi�eedans la th�esede Reeb. Mentionnons aussi la
th�esede R. Palais [31] en 1957o�u la notion de feuilletage est utilis �eedans l' �etude
desgroupesde transformations (dans la lign�eedu livre de Chevalley [13]).

En 1963Ehresmannet Reebont organis�eun colloquesur lesfeuilletages�a Greno-
ble qui a r�ev�el�e un d�ebut d'in t�er̂et outre-atlantique pour le sujet et plusieursexpos�es
ont �et�e publi �esdans les annalesde l'Institut Fourier. C'est l�a que R. Sacksteder a
publi �e sespremi�erescontributions aux feuilletages,en particulier un exempled'un
ensemble minimal exceptionnel. Signalons aussi un travail remarquable de Sack-
steder [39], (soumis en avril 1964), peut-être le premier o�u la notion globale de
pseudogroupe d'holonomie (et non seulement de groupe d'holonomie) est exploit�ee
�a fond. D'un th�eor�eme sur les pseudogroupes, il d�eduit en particulier que si un
feuilletage de codimension 1 et de classeC2 sur une vari�et�e compacteposs�edeun
minimal exceptionnelsatur�e par desfeuilles, alors il existe un �el�ement d'un groupe
d'holonomie d'une feuille dont la d�eriv�eeest contractante.

La note de Novikov " Foliations of codimension 1 on manifolds " [37] parue
en russe dans les Doklady en 1964, o�u il esquissait une d�emonstration que tout
feuilletage de la 3-sph�ere par des surfacesposs�edait une feuille compacte a eu un
impact consid�erable et a jou�e un rôle de catalyseur. Apparemment Novikov s'est
int�eress�e aux feuilletagesapr�es la d�ecouverte par Anosov en 1962 des feuilletages
naturels stables et instables associ�esau 
ot g�eod�esiquesur les vari�et�es �a courbure
n�egative.
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Dans cette note, Novikov commencepar remarquer que, dans un feuilletage
transversalement orient�e de codimension 1 sur une vari�et�e compacte V, il existe
une relation d'ordre partiel naturel dans l'ensemble des feuilles. La relation
d'�equivalence associ�ee donne une d�ecomposition de V en sous-ensembles satur�es
par desfeuilles, qui peuvent être (th �eor�eme1) soit r�eduits �a une seulefeuille com-
pacte (si et seulement si cette feuille n'est pascoup�eepar une transversaleferm�ee),
soit un ouvert de V bord�e par un nombre �ni � 0 de feuilles compactes(il sepeut
que cette composante soit V tout entier). Par exempledans le feuilletage de Reeb,
il y a 3 composantes : la feuille hom�eomorpheau tore et les int�erieurs des deux
tores pleins compl�ementaires, appel�es depuis composantes de Reeb. Le th�eor�eme
2 a�rme que si V est de dimension 3 et �a groupe de Poincar�e �ni, alors il existe
une feuille compactequi borde une composante de Reeb. Si l'on cherche une telle
composante, on doit pouvoir trouver dans V une courbe ferm�eeC sur une feuille,
non homotope �a z�ero sur cette feuille, qui peut être pouss�eed'un certain côt�e sur
les feuilles voisines (c'est �a dire l'holonomie de C est triviale de ce côt�e) suivant
des courbes ferm�eeshomotopes �a z�ero sur ces feuilles. Une telle courbe sera ap-
pel�ee ici un cycle �evanouissant. L'existence d'un tel cycle est le premier pas de la
d�emonstration et n'est pas sp�eci�que �a la dimension 3 (sa d�emonstration pousse
un peu plus loin l'argument du lemme fondamental de ma th�ese). Une deuxi�eme
note [38], publi �eequelquesmois plus tard, g�en�eralise le th�eor�eme principal en af-
faiblissant les conditions pour l'existence d'un cycle �evanouissant et pr�ecisequ'en
dimension3, si une feuille porte un cycle �evanouissant, alors cette feuille est un tore
bordant une composante de Reeb.

Les indications donn�eespar Novikov danscesdeux notesn'ont pas�et�e su�san tes
pour que nous puissionsreconstruire la d�emonstration du th�eor�eme principal. Ce
travail a pourtant eu tout de suite une grande in
uence. Par exemple, j'avais
d�ecrit en 64 les r�esultats de Novikov dans un colloque de topologie �a Manchester
et �a la �n de l'expos�e, Likorish avait d�ej�a compris comment on pouvait feuilleter
toutes les vari�et�es de dimension 3 (voir [40]), r�esultat d�emontr �e ind�ependamment
par Zieshangqui �etait en contact avecNovikov, voir [41]. Ce n'est quevers la �n de
1966 que j'ai pris connaissancedu travail fondamental de Novikov (The Topology
of Foliations [41]) qui contenait les d�etails des d�emonstrations (certains sont tr �es
subtils et ing�enieux), et grâce�a l'aide d'Israel Bernstein qui m'a traduit du russedes
passagesessentiels, j'ai pu exposeren d�etails la d�emonstration de l'existence d'une
feuille compacteen janvier 67 dans le s�eminaire de " Current Literature " commun
�a l'Univ ersit�e de Princeton et l'Institute for AdvancedStudy. Lesnotes r�edig�eesde
cet expos�e ont circul�e �a Berkeleynotamment (et ont �et�e traduites pour un s�eminaire
Bourbaki [42] en 68). Novikov a fait une visite aux Etats-Unis en 1967,et lorsqu'il
a pass�e �a Berkeley il a �et�e tr �essurpris de rencontrer tant de jeunesmath�ematiciens
travaillant sur lesvari�et�esfeuillet�ees.C'est dire qu'en quelquesann�ees,la situation
avait radicalement chang�e et que la th�eorie des feuilletagesdevenait un sujet �a la
mode.

Simultan�ement en France,Harold Rosenberg avait commenc�e �a �etudier les feuil-
letagesde codimension 1 sur les vari�et�es de dimension 3 et les actions localement
libres de Rn sur des vari�et�es. Il avait obtenu de nombreux r�esultats, par exemple
l'irr �eductibilit �e des 3-vari�et�es feuillet�ees7 sans composantes de Reeb [43] et com-

7Pour un survol des relations entre top ologie des vari �et�es de dimension 3 et feuilletages, voir
Gabai [80].
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men�cait �a diriger d'excellents �el�evesdans cesdirections.
En relation directe avecla th�esedeReeb,signalonspour terminer la remarquable

g�en�eralisation par Thurston [62] des th�eor�emesde stabilit �e (globale et locale) de
Reeb,o�u l'hypoth�eseque le groupe de Poincar�ed'une feuille compacteF est �ni est
remplac�eedans le casC1 par l'hypothse que H 1(F; R) = 0 et que, en codimension
1 le feuilletage est transversalement orient�e, et en codimension > 1 l'holonomie
in�nit �esimaleest triviale.

5. Quelques probl �emes issus de la th �ese de Reeb.

Mentionnons quelquesprobl�emespos�es explicitement ou implicitement dans la
th�esede Reeb.

1. Si une vari�et�e V admet un champ contin u K d'�el�ements de contact de di-
mension p, admet-elle un feuilletage de dimension p ? (cf. Reeb [27], p.95). Plus
pr�ecis�ement, K est-il homotope �a un champ compl�etement int�egrable?

2. Existe-t-il un feuilletage analytique r�eel de codimension 1 sur S3 ?. Tout
feuilletage de codimension 1 de S3 poss�ede-t-il toujours une feuille compacte?

3. Dans un feuilletage topologique, les feuilles voisines d'une feuille compacte
F simplement connexesont-elles hom�eomorphes�a F . De mani�ere�equivalente, une
submersiontopologiquepropre est-elleune �bration ?

4. Si un feuilletage sur une vari�et�e compacte a toutes sesfeuilles compactes,
est-ceque chaquefeuille poss�edeun syst�emefondamental de voisinagessatur�espar
des feuilles, c'est �a dire le groupe d'holonomie de chaque feuille est-il �ni? (ou de
mani�ere �equivalente le volume desfeuilles est-il born�e ?).

5. A quelle condition une forme de Pfa� holomorphe compl�etement int�egrable
avec singularit �esadmet-elle localement une int�egralepremi�ere?

Retra�cons tr �es bri �evement l' �evolution de ces probl�emes. Comme nous venons
de le voir, la premi�ere partie du deuxi�eme probl�eme a �et�e r�esoluepar Hae
iger
[28] en 1956 et la deuxi�eme partie par Novikov [37] en 1964. Pour la solution du
troisi �emeprobl�eme,il a fallu attendre les r�esultats profonds de Kirb y-Siebenmann
sur l'extension des isotopies topologiques,voir Siebenmann [56]. Compl�etant des
r�esultats de R. Moussu[68], Malgrange [69]a apport �e une solution tr �essatisfaisante
au cinqui�eme probl�eme en montrant qu'une 1-forme holomorphe compl�etement
int�egrableadmet un facteur int�egrant au voisinaged'un point singulier si la codi-
mensiondespoints singuliers est au moins trois.

L'histoire du quatri �eme probl�eme est tr �es int�eressante. D. Epstein a r�epondu
d'abord par l'a�rmativ e �a la question 4 en 1972dans le casdesvari�et�escompactes
de dimension 3 [57], en d�emontrant que, pour tout 
ot sans point �xe sur une
vari�et�e de dimension 3 ayant toutes sesorbites p�eriodiques, il existe une action du
cercle ayant les mêmesorbites. La d�emonstration de ce r�esultat est tr �es d�elicate
et ing�enieuse,et les techniques initi �eespar David Epstein ont in
uenc �e tous les
travaux ult �erieurs sur ce probl�eme. Ainsi Edwards, Millett et Sullivan [66] ont
montr �eque le r�esultat d'Epstein seg�en�eralisait en codimension2, �a savoir que,pour
tout feuilletagesde codimension 2 d'une vari�et�e compacte dont toutes les feuilles
sont compactes,le volume desfeuilles reste born�e (ou de mani�ere�equivalente, tous
lesgroupesd'holonomie sont �nis). L'exemple par Sullivan [67] d'un 
ot sanspoint
�xe sur une vari�et�e compactede dimension5 dont la longueur desorbites n'est pas
born�e a cr�e�e une grande surprise. Cet exemplea �et�e suivi par beaucoupd'autres
et �nalement E. Vogt [73] a r�eussi le tour de force de construire un feuilletage en
cerclesde R3.
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Le premier probl�eme, celui de l'existence de feuilletages, est bien ŝur fonda-
mental et naturel. A l' �epoque de la th�ese de Reeb on ne connaissait que peu
d'exemples de feuilletages, et surtout de vari�et�es compactesadmettant des feuil-
letagesde dimension > 1 (en dehors des �brations). Comme on l'a vu plus haut,
Lickorisch [40] et Zieschang [41] ont d�emontr �e ind�ependamment en 1965 par des
constructions explicites l'existencede feuilletagesdecodimension1 sur toute vari�et�e
orientable de dimension 3 et J. Wood [47] a montr �e en 1969 que tout champ de
2-plans transversalement orientable sur une vari�et�e de dimension 3 est homotope �a
un champ compl�etement int�egrable. Il a fallu attendre 1970pour avoir lespremiers
exemplespar Lawson[53]de feuilletagesdecodimension1 sur dessph�eresdedimen-
sion impaire sup�erieure �a trois, et l'ann�eesuivante (Tamura et Durfee ) pour des
exemplesde feuilletagesde codimension 1 sur toutes les sph�eresde dimension im-
paire (voir le survol de Lawson[61]). A. Phillips ([44] et [45]) a montr �e en 1968que
sur une vari�et�e connexeouverte, tout champ de p-plans dont le compl�ementaire est
un �br �e trivial (ou plus g�en�eralement �a groupe structural discret) �etait homotope
�a un champ compl�etement int�egrable,en utilisant sa th�eorie dessubmersions.

La d�ecouverte par Raoul Bott [46] en 1968 de champs de p-plans non homo-
topes�a un champ compl�etement int�egrablea ouvert desperspectivesinsoup�conn�ees
jusqu'alors. Bott montre que si F est un feuilletage de classeC2 de dimension p
et codimension q sur une vari�et�e M , alors les classesde cohomologier�eellesde M
qui sont despolynômesdans lesclassesde Pontrjagin du �br �e vectoriel normal aux
feuillesdevaient s'annuler en degr�essup�erieurs�a 2q. Cette condition ne d�epend que
de la classed'homotopie du champ de p-plans tangents aux feuilles. Comme on l'a
mentionn�e plus haut, la d�emonstration de Bott est tr �esdirecte et naturelle. A ma
connaissancecette condition d'annulation est �a ce jour la seuleobstruction connue
pour d�eformer un champ de p-plans en un champ compl�etement int�egrable.

Cette d�ecouverte et les travaux de Phillips mentionn�es ci-dessusm'ont motiv �e
pour reprendre les id�eesde ma th�eseet construire un espaceclassi�ant B � pour les
�-structures (voir [50],[51]et [72], p. 82 pour un �enonc�e plus pr�ecis). En utilisant le
th�eor�emede transversalit�e de Gromov-Phillips [48] et [49], on y montre qu'il existe
une th�eorie d'obstructions pour l'existenced'un feuilletage sur une vari�et�e connexe
ouverteayant une structure transversemodel�eepar � (suppos�e form�e de germesde
di� �eomorphismeslocaux). Lorsque � est le groupo•�de topologique � r

q de tous les
germesde di� �eormorphismesde Rq de classeC r , on a une application naturelle D :
B � r

q ! BGlq, induite par la di� �erentielle, qu'on peut remplacer �a homotopie pr�es
par une �bration. Le th�eor�emed'annulation de Bott peut s'exprimer de la mani�ere
suivante: pour r � 2, l'homomorphisme H � (BGlq; R) ! H � (B � r

q; R) induit par la
projection D s'annule pour � > 2q. Thurston a d�emontr �e le r�esultat extrêmement
remarquable suivant pour r = 1 : si K est un champ de p-plans de codimension
q sur une vari�et�e M , il est homotope �a un champ C1 compl�etement int�egrable
si et seulement si l'application de M dans BGL q classi�ant le �br �e normal �a K
peut se relever suivant une application dans B � r

q ( pour M compacte ou non et
q > 1, voir Thurston [59] et aussi Eliashberg-Mischachev [83], et pour q = 1, voir
Thurston [65]). Th�eoriquement on a donc en princip e une th�eorie d'obstructions
classiquepour le probl�eme No 1 pos�e par Reeb. Tout la di�cult �e est de calculer
le type d'homotopie de la �bre homotopique de D, not�ee B �

r
q. Mather en 1971

d�ej�a a d�ecouvert [52] que, pour q = 1, l'homologie de cette �bre �etait intim �ement
li �ee �a celle de l'homologie du groupe des di� �eomorphismes�a support compact de
R isotopes �a l'identit �e (consid�er�e comme groupe discret); ce r�esultat a �et�e ensuite
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�etendu par Mather et Thurston en toute codimension q. En particulier B �
r
q est

q+ 1-connexe,si r 6= q+ 1 (voir le rapport de Mather [64] et ceux de Thurston [63]
et [60]); c'est un r�esultat tr �es profond qui �equivaut �a la simplicit �e du groupe des
di� �eomorphismes�a support compact de Rq isotopes�a l'identit �e (dans [58] Thurston
montre comment cette propri �et�e peut être utilis �eedirectement pour montrer qu'un
champ de 2-plans est homotope �a un champ compl�etement int�egrable). Selon le
même princip e, Thurston a montr �e que le r�esultat de Mather [55] sur la trivialit �e
de l'homologie du groupe deshom�eomorphismes�a support compact de Rq entra �̂ne
qu'il n'y pas d'obstruction �a d�eformer un champ de p-plans en un champ tangent
�a un feuilletage topologique. Entre-temps la d�ecouverte par Godbillon et Vey de
leur fameux invariant [54] a r�ev�el�e une connexion profonde entre la cohomologie
de Gelfand-Fuks de l'alg�ebre de Lie des champs de vecteurs formels sur Rq et la
cohomologiede la �bre de D et a permis de montrer la non-trivialit �e de plusieurs
groupesde cohomologiede cette �bre. Malgr�e tous cesr�esultats spectaculaireset
tr �es profonds obtenus dans les ann�ees70, le type d'homotopie de B �

r
q est encore

tr �esmal connu. Depuis cette �epoque, �a part de rares exceptions(voir Tsuboi [76]

et [77] qui a montr �e que B �
1
q est contractile), pratiquement aucun progr�esn'a �et�e

r�ealis�e. La solution desquestionsles plus na•�ves,par exemplela connexit�e de cette
�bre pour q > 1 ou la d�etermination de son premier groupe d'homotopie non nul,
semble hors de port �eepour le moment.

On voit donc que toutes cesquestionsissuesde la th�esede Reebont jou�e un rôle
de catalyseur dans bon nombre de recherchessur les feuilletages;la plupart d'entre
elles ont �et�e r�esoluesdans les 30 ans qui ont suivi et Reeb, apr�es avoir rappel�e le
scepticismequi avait accueilli les d�ebuts de la th�eorie desfeuilletages,pouvait dire
avec une �ert �e justi� �eedans la pr�efacedu livre de Godbillon [78]: " Sur une dur�ee
de quarante ann�ees l'immeuble s'est �edi� �e; des centaines d'ouvriers ont oeuvr�e.
L' �edi�ce n'est pas achev�e, mais on peut visiter. Oui, visiter est le mot".
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