NAISSANCE DES FEUILLET AGES,
D'EHRESMANN-REEB A NOVIK OV

par Andr e Haefliger

Cet expose est certre sur la thesede Reeb et sur sonin uence sur les premiers
dewveloppemerts de la theorie des feuilletages a travers les problemesqui y sort
abordes.

Apr esavoir rappele dansun premier paragraphela notion de complete integrabi-
lit e pour un champ de p-plans, j' evoque dans le deuxieme paragraphela naissance
de la theorie desfeuilletagesen examinant dansl'ordre chronologiqueles notesaux
Comptes Rendus de I'Acad emie des Sciencesde Paris publieespar Ehresmann et
Reebde 1944 a 1948, annee de la soutenancede la thesede Reeb. Entre 1948 et
1954 Ehresmanny apportera descomplemerts importants, en particulier la notion
d'holonomie, que nous decrivons dans le troisiemeparagraphe. Dans le paragraphe
suivant, je mentionne les quelquescontributions de ma these(55-58) et I'apport
fondamental de Novikov en 1964-65qui marque le debut de I“aged'or de la theorie.

Pour terminer, je mentionne 5 problemesqui s'imposaient a tout lecteur de la
thesede Reebau debut desanneescinquante. Cesproblemesont joue un rdle con-
siderabledansle developpemert de la theorieet j'indique brievemert les principales
etapesde leur resolution.

Je remercie E. Ghys, A. Phillips et J. Pradines pour leurs commertaires con-
structifs.

1. Preliminaires.

Commencons par rappeler quelquesnotions mathematiques bien connues deja
au 19emesiecle, tout au moins dans un ouvert de R".

Un champ K d'elemerts de contact de dimensionp (ou pour simpli er un champ
de p-plans) de classeC" sur une variete V estla donneepour chaque point x de V
d'un sous-espac& (x) de l'espacetangent a V en x, variant r-di erertiablement
avec X. Sin estla dimension de V, on dit queq = n p est la codimension
de K. Localemen un tel champ peut etre donne par l'annulation de p formes
di erertielles de degre 1 (formes de Pfa ) lineairemen independarnes en chaque
point. Une sous-\ariete integrale(sous-enendu de dimensionp) pour un tel champ
est une sous-\ariete connexede V de dimension p tangente en chacun de sespoints
x a K(x). Le champ K estdit completemert integrablesi par chaque point de V
passeune sous-\ariete integrale. Il en resulte (tout au moinssir 1) qu'il existe

10n pourra consulter a ce prop os l'article Propri etes generales des systemes d'equations aux
deriv ees partiel les. Equations lin eaires du premier ordre, de G. Floquet d'apr es E. von Weber,
paru dans I'Encyclop edie des Sciencesmath ematiques, (1910), Tome Il, vol.4, p. 1-55.
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les varetes integralesdans ce systeme de coordonneesetant des morceaux ouverts
desp-plans parallelesaux p premiers axesde coordonnees.

LorsqueK estcompletemert integrable,par chaquepoint deV passeune variete
integrale complete (i.e. maximale) unique qui est une sous-\ariete immergeeet V
est I'union disjointe desvarietesintegralescompletes.

Sip = 1, tout champ K de 1-plans de classeC?! est completemert integrable
(celaresulte de I'existence de solutions pour les equations di erertielles). Ce n'est
plus le cassi p > 1. Par exempledans I'espaceeuclidien a 3 dimensions,le champ
de 2-plans donnespar I'annulation de la forme de Pfa

I =dz xdy + ydx

n'est pas completemert integrable. Le long de I'axe Oz le champ est horizontal et
I'in tersection avec un cylindre d'axe Oz estun champ de directions tangentes a des
spirales.

D'une maniere generale, pour un champ de plans de codimension 1 donne par

une forme de Pfa !, la condition d'integrabilite equivaut a! ~ d! = 0. Dans ce
casil existe localemert une fonction non nulle , appelee un facteur integrant, et
une fonction , appelee une integrale premiere, tellesque! = d . Lesvarietes

de niveaude sort lesvarietesintegrales. Caratheadory [5] a donne en 1909 une
caracterisation geometrique locale de la complete integrabilite d'une forme de Pfa
I, asavoir: ! estcompletemert integrable si et seulemen si, pour tout voisinage
U de tout point x, il existe un point de U qui ne peut &tre relie a x par une
courbe dans U tangente au noyau de ! . Il a utilise cette caracterisation pour
exprimer de maniere remarquablemen conciseet conceptuellele secondprincipe
de la thermodynamique?

Tout champ de vecteurs partout non nul de nit un champ de 1-plans dont
les varietes integrales completes sort les trajectoires ou solutions maximales de
I'equation di erertielle correspondante. Poincare [2] a initie ala n du 19-eme
sieclel' etude qualitativ e globale destra jectoires de ce type, suivie par un nombre
considerable de travaux, en particulier dansle casou la variete ambiante est une
surface (travaux de Bendixson [4], Denjoy [8] et Kneser [6] qui a considere des
champs de 1-plans non forcemert orientessur le 2-tore ou la bouteille de Klein).
Signalonsaussile travail remarquable de Seifert [9] qui a donne une classi cation
complete des brations en cerclesdesvarietescompactesde dimension 3, certaines
bres pouvant etre exceptionnelles.

Les solutions des equations di erertielles dans le domaine complexe sort des
sous-warietesde dimension reelle 2 et peuvent @tre considereescomme les varietes
integralesd'un champ de 2-planscompletemert integrable. Voir a ceproposl'article
de E. Ghys [82] ou il releve que Painleve [3] est 'un des premiers "a comprendre
gu'il est preferable de considerer les solutions comme des surfacesde Riemann non
parametreesqui sort en general non singulieresmais dont les projections sur les
axesde coordonneespresertent dessingularites”.

Dans un groupe de Lie G connexe, les translates a droite d'une sous-algbre
de Lie de dimension p de l'algebre de Lie de G (identi eea I'espacetangent a G
en |'elemert neutre) est un champ de p-plans completemert integrable; les sous-
varietesintegralescompletessort lesclassesde G modulo un sous-groupe de Lie de
G d'algebrede Lie la sous-algbre donnee.

2Je remercie Daniel Bennequin et Alain Chenciner qui m'ont signale ce fait qui est aussi
mentionn e dans le livre de B. L. Reinhart [71].
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Dans sonlivre The theory of Lie groups [13] paru en 1946,C. Chevalley appelle
distribution ceque nousavonsappele plus haut champd'elementsde contact et ex-
posetr essoigneusemenla caracterisation in nit esimalede I'in tegrabilite (th eoreme
dit de Frobenius) dansle casanalytique.

2. La th ese de Reeb.

Nous allons suivre la geresede la thesede Reeb en examinant successiemert
les notesaux Comptes Rendusde I'Acad emie des Sciencegublieespar Ehresmann
et Reebde 1944a 1948.

Le problemede I'existenced'un champ de 2-planscompletemert integrablesur la
3-sphereavait ete pose par Hopf en 1935deja sousla forme suivante (cf. [75], Tome
1,1-2 , p.507,et [70]) : existe-t-il sur la 3-sphere,munie de sametrique riemannienne
naturelle, un champ devecteursv partout non nul tel quele produit scalairev:rot(v)
de v et de son rotationel s'annule? Cette condition equivaut a la condition de
complete integrabilite mentionneeplus haut pour la forme de Pfa correspondant
a v par lisomorphisme entre vecteurs et formes dans une variete riemannienne.
Citons Reeb[70] : "Ce problemea aussitdt retenu l'attention de Ehresmann qui
a mis ce probleme"en consene" dans un magni que registre-repertoire que mon
ma'tre m'avait autorisea consulteren1942,non sansapporter une certaine solennite
-justi ee-a la communication du registre. Commen taire ici un regret : le riche
contenu du repertoire ne senble pas avoir ete porte a la connaissanced'un public
elargi?"

Ainsi pendart la guerre,a Clermont-Ferrand, ou l'univ ersitede Strasbourg s'etait
repliee,Ehresmannproposea son eleve GeorgesReebd'etudier les propri etesglob-
alesdeschampsd'elemerts de contact completemert integrablesde dimensionquel-
conque. On s'accordea reconndtre que la note [11] soumiseaux CRAS le 19 juin
1944 par Ehresmannet Reebest I'acte de naissancede ce que Reebappellera trois
ansplus tard la theorie desvarietesfeuilletees.

Dans le premier paragraphe de cette note de deux pages,les auteurs rappellent
la notion de champ K d'elemerts de contact completemen integrablessur une
variete V, les varietes integralescompletes etant de nies comme les composartes
connexesde V pour une topologie plus ne que celle donneesur V (ayant comme
based'ouverts les varietesintegraleslocales).

Dans le secondparagraphe, ils montrent (theoreme 1) que si V est la n-sphere
ou I'espaceeuclidien de dimensionn (et sip et n 1 sornt pairs), la caracteristique
d'Euler-P oincare de toute variete integrale compacte est nulle. C'est une obsena-
tion importante (voir la n de cette note), mais la demonstration qui en estdonnee
ici, et qui fait appel a desresultats de Gysin et Hopf, estcurieusemett indirecte. En
e et Ehresmannavait deja a sadisposition sontheoremede relevemert deshomo-
topies danslesespacesbr eset il aurait sut deremarquerquele br eK restreint
au complemertaire d'un point de S" esttrivial. Bien s0r Ehresmannle remarquera
tresvite plus tard, et I'enonce de cetheoremeseragrandemert generalise, voir [18].

Dans le troisieme paragraphe, les auteurs enoncen (Theoreme 2) un resultat
remarquable, que I'on designe maintenant sousle nom de theoreme de stabilit e
globale de Reeben codimension 1, et dont voici I'enonee.

"Th eoreme 2. Si K estun champcompletementintegrable d'elementsde dimen-
sionn 1 de nissable par une forme de Pfa 2 etsi C, 1 estune variete integmale

3Ceci equivaut a supposerque K est transv ersalement orientable.
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compacte a groupe de Poincare ni, toute variete integrale susamment voisine
esthomeomorphea C, ;. SideplusV, estcompact, toutes les varietesintegrales
completes sont homeomorphesa C, 1 et constituent un sysieme de bresde V,.
Si V, est quelonque et si toutes les varietes int egrales completes sont compactes,
celles-ci sont homeomorpheset constituent un sysemede br esde V.

La demonstration fait intervenir des resultats de Bendixson sur les courbes
de nies par desequationsdi erertielles.”

Dans I'enone de ce theoreme, il y a trois a rmations distinctes ; la premiere
concerneles varietesintegralescompletesprochesd'une variete integrale compacte
agroupe de Poincare ni ; la secondea rme quesila variete ambiante estcompacte
et s'il existe une variete integrale compacte a groupe de Poincare ni, alors toutes
les varietes integralescompletes sort les bres d'une bration de baseun cercle
(stabilit e globale); enn la troisieme arme que si toutes les varietes integrales
completes sort compactes (pas forcemert a groupe de Poincare ni), alors elles
sont les bres d'une bration (dont la baseestun cercleou une droite suivant que
la variete ambiante est compacteou non).

Notons que les deux premieres armations n'‘ont aucun senssi les varietes
integralessort de dimension 1 puisque dans ce cas une variete integrale compacte
est un cercle et a donc un groupe de Poincare in ni. Notons aussique la breve
indication sur la demonstration est tres pertinente. Elle se refere en e et aux
resultats de Bendixson [4] sur les propri etesdesfamilles de courbesde nies par des
equationsdi erertielles dansle plan et beaucoupde sesraisonnemerts s'appliquent
aux systemescompletemert integrablesen codimension 1. La structure d'ordre sur
une petite courbe transverseaux varietesintegralesjoue un role essetiel.

Enn lesauteurs decrivent le fameux exempled'un champ de 2-plans complete-
ment integrablesur la 3-sphere(Ehresmanna precise plus tard [26] que cet exemple
etait bien d0 a Reeb), repondant ainsi par I'a rmativ e a la question de Hopf. Pour
resoudrece problemeil fallait oublier la formulation analytique, et la reconsicerer
d'une maniere puremen geometrique.

Voici une copie de ce dernier paragraphe.

"Champsd'elementsplans (p = 2) completementintegrablesdans S°® ou R3.

Toute surface integrale compacte est homeomorphe au tore. Il existe e ec-
tivemert des champs completemert integrablesadmettant le tore comme surface
integrale. Par exempledans le tore euclidien plein consideronsla forme

rdr+ (1 r)d

r, distance au certre du cercle meridien correspondant ; , longitude ; , lat-
itude. Cette forme est completemert integrable et admet le tore r = 1 comme
surfaceintegrale. En identi an t les bords de deux exemplairesde ce tore plein, les
meridiensde I'un etant identi esavecles parallelesde 'autre on obtient un champ
completement integrable sur S® admettant un tore comme surface integrale. Ce
tore est adherent a toutes les autres surfacesintegralescompletes, et celles-cisort
toutes elemertaires et non compactes.”

Ainsi les auteurs rappellent d'abord qu'une variete integrale compacte doit &tre
necessairemenun tore (Th. 1). Cette remarque est un bon point de depart pour
la construction. On imagine le tore plonge de maniere naturelle dans I'espace; il
borde de chaque cote un tore plein qu'il s'agit de remplir avec des surfaces,l'une



NAISSANCE DES FEUILLET AGES, D'EHRESMANN-REEB A NOVIK OV 5

d'entre ellesetant le bord. Notons que la forme de Pfa qui decrit le champ de
2-plans est seulemen cortinue (analytique dans le tore plein si on remplacel r
par 1 r? ), mais pas de classeC? le long du bord commun des tores pleins.
Neanmoinsil existeun homeomorphisnmede la 3-sphere sur elle-mémetransportant
cesvarietesintegralessur lesvarietesintegralesd'un champ de 2-plansinde niment
di erertiable, mais pas analytique comme le remarque Reeb dans sa these [26]
p.113(c'est la qu'il posele problemede I'existence d'un feuilletage analytique sur
la 3-sphere). En eet si on coupe le tore avec un plan contenant un meridien,
I'in tersection de ce plan avec les varietes integralessitueesa l'exterieur sort des
spirales s'enroulant asymptotiquement autour du meridien, alors que les intersec-
tions avec les varietes integrales completes situeesa l'interieur sort des cercles
conceririques. Si I'on considere I'application de premier retour de Poincare dans
ce plan relativemert a une petite transversalecoupart le meridien, on trouve une
application qui est l'identit e sur la partie de la transversale qui est a l'interieur
du tore et qui n'est pas l'identit e a I'exterieur ; une telle application ne peut étre
conjugueea une application analytique.

Dans la note suivante de 1945[12], Reeb montre qu'une variete integrale com-
pacte homologuea zero a sa caracteristique d'Euler-P oincare nulle. 1l etudie ega-
lement les varietes integralescompletes d'une forme de Pfa fermee partout non
nulle sur une variete compacte en fonction de la dependancesur les rationnels de
sesperiodes.

En 1946, Reeb publie une note [14] danslaquelle il considerele casd'une forme
dePfa ! completemert integrable(c'est a dire telle que! ~ d! = 0) ayant un zero
isole a l'origine de R";n 3. Il remarque que si la matrice desderiveespartielles
de cette forme a l'origine est de nie (on dit que O est un certre), alors la forme
admet un facteur integrant. Il appliqgue notamment le theoreme de stabilit e de la
note de 1944 pour en conclure que si une forme integrablesur une variete compacte
de dimensionn 3 n'a comme points singuliers que des certres, cette variete est
homeomorphea une sphereet lesvarietesintegralessort lesvarietesde niveaud'une
fonction di erertiable. (C'est un theoremebeaucoupplus fort que celui que Milnor
a utilis e dans son premier travail [30] sur les structures exotiques des spheresS”,
sousle nom de theoremede Reeb, et qui a rme qu'une variete compacteayant une
fonction de Morse avec seulemern un minimum et un maximum est une sphere.)

En 1947 paraissert conjointement dans le méme fascicule des Comptes Ren-
dus de I'Acad emie des Sciencesdeux notes fondamertales, une d'Ehresmann "Sur
les es@aces br esdi erentiables” [16] et une de Reeb"V arietes feuilletees, feuilles
voisines" [17].

Dans la premiere, Ehresmann de nit la notion de br e di erertiable d'espace
total E, baseB, projection pde E sur B et bre type F. Il enonceensuite comme
proposition 1 le fait fondamertal qu'une submersiondi erertiable d'une variete
compacteconnexeE sur une variete connexeB estla projection d'une bration. |l
introduit ensuitela notion de connexionin nit esimalecommeetant la donneed'un
champ d'elemerts de contact de dimension egalea celle de la baseet transverse
aux bres. Il remarque qu'un tel champ existe toujours (aussi dans le casd'une
submersion;c'est en fait la cle de la demonstration de la proposition 1). Il montre
ensuite que si ce champ est completemernt integrableet si les bres de p sort com-
pactes, alors les varietesintegralescompletessont desrevétemerts de B et qu'on a
une represertation du groupe de Poincare de B base en un point x dansun groupe
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d'automorphismesde la bre au-dessusde x.

Dans la note qui suit, Reebintroduit pour la premierefois la terminologie feuille
(au lieu de variete integrale complete). || donned'abord une de nition (inspireepar
Ehresmann, cf. [27], p.96) de |la notion de structure de variete feuilleteede dimen-
sion p et codimensiong= n p sur une variete topologiqueV de dimensionn ; une
telle structure estde nie par un atlas formede cartesqui sort deshomeomorphisnmes
d'ouvertsdeV sur desouverts del'espacenumeriqueR" = RP RY, leschangemeris
de cartes appartenant au pseudogroupe des homemorphismeslocaux de RP  RA
localemen de la forme

(x;y) 7! (g(x;y);h(y)); x2 RP; y2 R%:

Les changemerts de cartes appliquent desmorceauxouverts de p-plans horizon-
taux homeomorphiquemern sur desmorceauxde p-plans horizontaux. lls sort donc
continus pour la topologie de R" admettant ces morceaux comme based'ouverts,
d'ou unetopologiesur V qui enfait unevariete de dimensionp dont lescomposartes
connexesson lesfeuilles. L'ordre de di ereriabilit e deschangemerts de cartes est
par de nition celuide la structure feuilletee. Cette de nition oublie temporairement
le champ d'elemerts de contact et prend un sensprecisdans le castopologique. De
plus elle permet une grande souplessepour decrire desstructures plus precisesen
imposart aux changemerts de cartes d'appartenir a dessous-pseudogoupesparti-
culiers, par exempleceux qui pourraient presener une structure complexeou sym-
plectique dans les variablesy ou une structure riemannienne a courbure constarte

1 dans les p-plans horizontaux, etc.

Une terminologie fort bien adapteeet suggestive a pris naissancé. Dans l'esprit
de Reeb, localemert une structure feuilletee est formee de sous-\arietes paralleles
commelesfeuillesd'un livre ou encoremieux commecellesd'une pate feuilletee(cf.
Reeb[70]). Le terme "structure feuilletee" apparat dans le Littr e pour quali er
la structure de certainesroches. La traduction anglaisen'a pas ete evidenie. H.
Samelsonqui a refere pour les Math. Reviewstous les travaux de Reebet Ehres-
mann jusqu'en 1955traduit “feuille” par "leaf* et "variete feuilletee" par "leaved
manifold” ou exceptionnellemen "laminated manifold” (idem pour Chern qui a
refere ma note de 1956). La traduction "foliation" a ete utilis ee par Ehresmann
dans sesconferencesdonneesa Princeton® en 1953-54(D.C. Spencerassistait a ces
conferenceset il est probable que cette traduction se soit deslors imposeesur la
cote Est desUSA).

Dans cette note Reeb annonce aussi son fameux theoreme de stabilit e en codi-
mension quelconque,a savoir que si une feuille F d'un feuilletage topologique est
compacteet a groupe de Poincare ni, alorstoutes lesfeuilles rencortrant un voisi-
nage cornvenablede F sort aussicompacteset a groupe de Poincare ni. De plus
si le feuilletage est deux fois di erertiable, alors les feuilles voisinesde F sort des
reveétemeris de F.

4Dans son livre "Le Jargon des Sciences" (Paris, Hermann, 1966), I'ecrivain Etiem ble men-
tionne (p.76) plusieurs termes crees par les math ematiciens, dont "feuillet e". Je le cite: " Le
pittoresque voulu de chacun de cesmots favorise I'in tuition et secondelimagination.” Et plus loin
(p.77): " Theorie desvarietes feuuil letees, espace br e di erentiable, vous &tesirr eprochables.(...)
Pour des concepts tr es neufs, on n'a pas eu recours au grec, ni a l'am ericain; on s'est contente
d'ajouter un sensplus precisatel vieux mot de la tribu; on s'est contente de faire comme Mallarm e,
a d'autres ns."

5Voir le fac-simil e reproduit au debut de la partie 11.2 de sesoeuvres completes [75].
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Reebs'estevidemmen posela question de savoir si le theoremede stabilit e glob-
ale en codimension 1 avait un analogueen codimension superieurea 1. Il y repond
partiellement I'annee suivante dans une note [19] en construisant un exemple de
feuilletage de codimension 2 sur une variete compacteayant desfeuilles compactes
simplemert connexeset desfeuilles compactesa groupe de Poincare in ni.

Enn en 1948, il publie une note [20] ou il demortre qu'une forme de Pfa
complete-mert integrable holomorphe dans un voisinagede 0 dansC";n  3; et
ayant un point singulier non degenere a l'origine admet une integrale premiere
holomorphe. Il en deduit le theoremeanaloguedansle casanalytique reel.

Reeb soutient satheseen 1948 et les details des demonstrations serort publies
en 1952dansun livre [27] contenant conjointement la thesede Wu Wen-Tsun et la
sienne.

3. Compl ements d0s a Ehresmann.

Autour de 1950, Ehresmann degageune notion absolumert essetielle pour les
feuilletagesqu'il appelleraholonomie, et qui etait sous-jacere, mais non explicitee,
chez Reeb.

Dans son expose au Colloque de Topologie de Bruxelles ([23], paragraphe 4),
il reprend en les precisart les considerations de sa note de 1947 [16]. Il considere
une connexionin nit esimaleintegrabledansun br edi erertiable d'espacetotal E
et de baseconnexeB, c'est-a-dire un champ d'elemerts de contact transverseaux
bres de dimensionegalea cellede la base. Il supposequetout chemin dansla base
peut serelever suivant un chemin horizontal pour la connexion, c'est-a-dire tangent
aux elemerts de contact du champ (c'est toujours le cassila bre F estcompacte).
Par relevemert des chemins, cette situation determine un homomorphisme H du
groupe fondamertal de B base en xp 2 B dansun groupe d'automorphismes de la
bre au-dessugde xg, appele I'holonomie de la connexion:

H: 1(B;xo)! Aut(F):

Il remarque que la donnee de H permet de reconstruire a la fois le br e E et le
feuilletage transverseaux bres, a savoir

E=8 F=0xy)equivalent a( »H( )Y): 2 1(B;Xo)

ou B est revetemert universelde B sur lequel le groupe fondamertal opere par
translations de revétemert. Le feuilletage transverseaux bres estle quotient du
feuilletage horizontal sur @ F.

Cette construction reciprogue (appeleesuspensionde H) est fondamertale pour
construire de multiples exemplesde feuilletagesinteressais et montre une relation
intime entre actions par di eomorphismesde groupes discrets sur les varietes et
theorie desfeuilletages.

Il remarque que cette situation s'applique au cas ou B est une feuille com-
pacte d'un feuilletage di ererntiable admettant un systeme fondamertal de voisi-
nagestubulaires saturespar desfeuilles; les bres d'un tel voisinagetubulaire assez
petit serort transversesaux feuilles, et I'on aura donc un homomorphisme H du
groupe fondamenal de B en x dans le groupe des di eomorphismes d'un petit
disque transverse aux feuilles cerire en x et xant x. Il note que, si toutes les
feuilles voisinesde B sont compactes,limage de H estun groupe ni (gracea un
theoreme de Montgomery) et conjugue a un sous-groupe du groupe orthogonal.
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Ehresmann obsene aussidans cet article que le br e tangent aux feuilles d'un
feuilletage une fois di erertiable a une connexion lineaire plate naturelle (il avait
deja fait cette remarque en 1948 dans [18]). Une connexiondu br e tangert a la
variete feuilleteedont la restriction aux feuilles concide avec cette connexion plate
estun desingrediens essetiels dansla demonstration du theoremed'annulation de
Bott [46]. L'autre estla theorie desclassescaracteristiqueset de I'homomorphisme
de Chern-Weil admirablement explique par H. Cartan dans ce méme colloque de
topologie de Bruxelles [24] dont les deux exposes encadren celui de Ehresmann.
C'est dire que le theoremed'obstruction de Bott (1968) [46], qui seprouve en une
demi-pagea partir de cesdeux ingredierts, aurait pu €tre demortr e a cette epoque
deja (cf. [81],volume 3, page XXVI II).

Dans une serie de conferencesdonneesa I'Univ ersite de Princeton en 1953-54
dans le cadre du seminaire de Lefsthetz, Ehresmann a generalise comme suit ces
considerations au casd'une feuille quelconqueB d'un feuilletage de classeC", ou
r 1, de codimension g. Soit ¢ un chemin dans B, c'est-a-dire une application
continue de l'in tervalle [0; 1] dans B, et soiert T et T?despetits disquesde dimen-
sion q transversesaux feuilles certr esrespectivemert en c(0) = x et ¢(1) = x% On
peut construire une famille continue de chemins c,, parametree par les points y
d'un petit voisinageU de x dans T, le chemin ¢ etant egal a c et chaque chemin
¢y etant contenu dans la feuille passar par y et reliant y a un point y°de T°.

L'application ervoyant y sur y° est un di eomorphismede classeC’ de U sur
un voisinageU® de x° dans T®. Le fait fondamertal a demortrer est que le germe
(Ehresmanndisait le jet local) decedi eomorphismeenx nedependquedela classe
d'’homotopie de c dans B a extrémites xes. On en deduit donc en particulier, si
T = T un homomorphismeH du groupefondamertal de B baseenx dansle groupe
desgermesen x desdi eomorphismeslocaux de T xant x. Cet homomorphisme
est appele I'holonomie de la feuille B et sonimage est le groupe d'holonomie de B.
Il estbien de ni aconjugaisondi erertiable pressil'on changela sectiontransverse
T et le point basedansB. Il faut noter qu'a I'epoque, la notion de germe n'etait
pas encorefamiliere a tous !

Ehresmannremarque aussique le theoreme de stabilit e de Reebreste valable si
I'hypoteseque la feuille compacteB a un groupe de Poincare ni estremplaceepar
I'hypotheseque la feuille compacte a un groupe d’holonomie ni.

Plus gereralemern considerons une sous-\ariete T transverse aux feuilles, de
dimension complementaire, et coupant chaque feuille au moins une fois. On peut
appliquer la construction precederte en faisart varier x et x°dansT et obtenir ainsi
le pseudogroue P d’holonomie du feuilletage assaie a la transversaleT. Le groupe
d'holonomie de la feuille passart par le point x de T est conjugue au groupe des
germesen x deselemerts de P xan t x. Le pseudogrouge d'holonomie P % assaie a
une autre transversaleT® veri an t despropri etesanaloguesest equivalent a P dans
un sensnaturel®.

Apreslintroduction par Ehresmannde I'holonomie, on peut dire que les fonde-
mernts de la theorie desfeuilletagesetaient en place. Ehresmannn’a redige sesidees
sur I'holonomie que trois ans plus tard dans une courte note aux CRAS publieeen
collaboration avec Shih Weishu en 1956[29] et dansun cadre beaucoupplus general

6Cette relation d'equivalence evidente n'a ete explicit ee par ecrit que beaucoup plus tard,
lorsque cette notion s'est averee necessairedans la formulation de certains enonces (voir par
exemple Bouma-V an Est, Indag. Math., 40 (1978), p. 313-347 et les papiers de Van Est qui ont
suivi, ainsi que Haeiger, J. Di. Geom. 15 (1980), p.269-347).
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(voir aussi[35], reproduit dans[75], tome 11.2). C'est aussidans cette note que le
groupcrde d'holonomie d'un feuilletage (appele parfois maintenant le graphe du
feuilletage) estintroduit pour la premierefois, mais sanstopologie (elle serade nie
dans[35]).

4. De Reeb a Novik ov.

C'est en automne 1954 que je suis arrive a Strasbourg comme boursier du gou-
vernemert francais pour etudier sousla direction d'Ehresmann. C'est Rene Thom
qui m'a explique lesideesd'Ehresmann sur I'holonomie durant I'hiv er 54-55(Ehres-
mann etait souvent envoyage). J'ai realise assezite que, dansle casdi erertiable,
I'holonomie d'une feuille propre F (c'est a dire telle que satopologie de feuille co-
incide avec la topologie induite) permettait de reconstruire le germe de voisinage
feuillete de F et le caracterisait. L'annee suivante j'ai demorire la non-existence
de feuilletagesanalytiques de codimension 1 sur les varietescompactessimplemert
connexedq28], repondant en particulier par la negative a la question poseepar Reeb
concernart I'existence d'un feuilletage analytique sur la 3-sphere.

L'id eede la demonstration est simple. On obsenetout d'abord qu'un feuilletage
de codimension 1 sur une variete compacte V simplemert connexe possde une
feuille non compacte et qu'en general, en codimension 1, une feuille non fermee
est toujours coupee par une courbe transversalefermee. Comme V est supposee
simplemernt connexe, il existe une application di erertiable f d'un disque D de
dimension2 dansV telle quela restriction def aubord du disquesoit la transversale
fermee. On peut supposerf en position generale par rapport aux feuilles. On
regardealors la trace du feuilletage sur le disque: c'est un feuilletage de dimension
1 avec un nombre ni de singularitesqui sort du type maxima-minima ou point
selle. En utilisant lestechniquesclassiquesle Poincare-Bendixson,on constate qu'il
existe forcemert une courbe fermee sur une feuille dont I'nolonomie est l'identit e
d'un cOte et une contraction de l'autre, ce qui contredit I'analyticit e.

Aprescelajai demande a Ehresmann si les resultats que j'avais obtenus pour-
raient sure pour une these. Il m'a repondu : " Oui si vous demortrez en plus
qgue pour tout feuilletage de la 3-sphere, il existe une feuille compacte !". Mal-
heureusemeh je n'ai pas reussia repondre a cette question qui etait dans l'air
depuis longtemps, probleme que Helmut Kneser avait aborde plusieurs fois sans
suceset qui seraresolupar Novikov en 1964.

Jai donc d0 me contenter de rediger en details mesresultats partiels tout en es-
sayant de comprendreplus profondemert ceque pouvait signi er I'image reciproque
sur un espacetopologique K d'un feuilletage de codimension g et de classeC" sur
une variete V par une application cortinuef de K dansV (plus haut K etait le
disque unite D). Ceci m'a conduit a introduire la notion de -structure sur K,
ou etait dans ce casle groupcde des germesde di eomorphismesde classeC'
de RY9. Par exemplesi f est l'inclusion d'une feuille F dans V, alors la struc-
ture induite est precisemert I'nolonomie de F. Ceci conduisait naturellement a
mettre l'accent sur la structure transverse modelee par un pseudogrouge ou plus
generalemert un groupcde topologique . La notion de micro br efeuillete assaie
a une -structure apparaissait explicitement dans les deux cas particuliers trait es
endetails (holonomie d'une feuille et structure transversalemen analytique de codi-
mensionun), mais lesoutils pour le casgeneral etaient presers. Malheureusemer
la redaction [33] dans cette generalite est devenue parfaitement illisible. Pour cette
raison, j'ai prot e d'un coursau CIME a Urbino en 1962[36] pour reexpliquer les
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resultats de la thesede Reeba la lumieredesideesd'Ehresmann sur I'holonomie, et
les resultats de ma these(en omettant la notion de -structure, notion qui jouera
douzeans plus tard [51] un rdle fondamertal (voir les articles d’Anosov dans [84],
volume 4, p.43-45et 352-353).

Revenons en 1956. La these de Reeb etait encore largemert meconrue. A
part un petit cercleautour d'Ehresmann, personnene s'interessaitaux feuilletages.
D'autres sujets passionnarts emergeaieh en topologie di erertielle, par exemple
la decouverte par Milnor de structures di erertiables exotiquessur desspheresou
I'etude dessingularitesdes applications di erertiables par Thom et Whitney. Des
1958 mesinterets sesornt tournesversla topologiedi erertielle et je ne suisrevenu
aux feuilletagesde maniere active qu'en 1969 quand j'ai eu connaissancede la re-
marquable decou\erte par Bott [46] d'une obstruction a la complete integrabilite.

Jetons encoreun bref coup d'oeil a la liste despublications concernart les feuil-
letagesentre 1950et 1963. A part cellesd'Ehresmann et de seselewes, notons le
travail [25]tr esinteressan de Seifert (1950) qui montre qu'un feuilletage de dimen-
sion 1 sur S® assezproche de la bration de Hopf a toujours une feuille fermee et
qui posela question de savoir si un champ de vecteurs partout non nul sur S°® a
toujours une trajectoire periodique (problemeresolupar la negative beaucoupplus
tard par P. Schweitzer en 1975dans le casC? et par Krystina Kup erberg en 1993
dans le cas C! , voir le rapport de E. Ghys [79]). Notons aussile beau resultat
de Milnor [32] en 1958 qui montre qu'un br e vectoriel de rang 2 sur une surface
orientable compacte S de genre 0 a une connexion lineaire plate, si et seule-
ment si sa caracteristique d'Euler est borneeen valeur absoluepar la moitie de la
valeur absolue de la caracteristique d'Euler de S. En 1956 B. Reinhart soutient
une thesesousla direction de D. C. Spencerconcernart lesformesharmoniquessur
les varietesfeuilletees,et en 1959il introduit la notion fondamenale de feuilletage
riemannien [34], notion qui generaliseen codimension superieure celle de feuilletage
donne par une 1-forme fermeeetudieedansla thesede Reeb. Mentionnons aussila
thesede R. Palais [31] en 1957 ou la notion de feuilletage est utilis eedans I' etude
desgroupesde transformations (dans la ligneedu livre de Chevalley [13]).

En 1963Ehresmannet Reebont organise un colloque sur lesfeuilletagesa Greno-
ble qui arevele un debut d'interét outre-atlantique pour le sujet et plusieursexposes
ont ete publiesdansles annalesde I'Institut Fourier. C'est la que R. Sadksteder a
publie sespremierescontributions aux feuilletages, en particulier un exempled'un
ensenble minimal exceptionnel. Signalonsaussiun travail remarquable de Sad-
steder [39], (soumis en avril 1964), peut-&tre le premier ou la notion globale de
pseudogroupe d'holonomie (et non seulemen de groupe d'holonomie) est exploitee
a fond. D'un theoreme sur les pseudogrouges, il deduit en particulier que si un
feuilletage de codimension 1 et de classeC? sur une variete compacte possde un
minimal exceptionnelsature par desfeuilles, alorsil existe un elemert d'un groupe
d'holonomie d'une feuille dont la deriveeest contractante.

La note de Novikov " Foliations of codimension 1 on manifolds " [37] parue
en russe dans les Doklady en 1964, ou il esquissaitune demonstration que tout
feuilletage de la 3-sphere par des surfacespossdait une feuille compacte a eu un
impact considerable et a joue un rdle de catalyseur. Apparemment Novikov s'est
interesg aux feuilletages apresla decouwerte par Anosov en 1962 des feuilletages
naturels stables et instables assa@iesau ot geodesiquesur les varietesa courbure
negative.
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Dans cette note, Novikov commencepar remarquer que, dans un feuilletage
transversalemen oriente de codimension 1 sur une variete compacte V, il existe
une relation d'ordre partiel naturel dans I'ensenmble des feuilles. La relation
d'equivalence assa@iee donne une decomposition de V en sous-enserhles satures
par desfeuilles, qui peuvert &tre (theoremel) soit reduits a une seulefeuille com-
pacte (si et seulemen si cette feuille n'est pas coupeepar une transversalefermee),
soit un ouvert de V borde par un nombre ni 0 de feuilles compactes(il sepeut
gue cette composarte soit V tout entier). Par exempledans le feuilletage de Reeb,
il 'y a 3 composartes : la feuille homeomorpheau tore et les interieurs des deux
tores pleins complemertaires, appeles depuis composartes de Reeb. Le theoreme
2 arme quesiV estde dimension 3 et a groupe de Poincare ni, alors il existe
une feuille compacte qui borde une composarte de Reeb. Si I'on cherche une telle
composarte, on doit pouvoir trouver dansV une courbe fermeeC sur une feuille,
non homotope a zero sur cette feuille, qui peut etre poussed'un certain cote sur
les feuilles voisines (c'est a dire I'nolonomie de C est triviale de ce cote) suivant
des courbes fermeeshomotopes a zero sur cesfeuilles. Une telle courbe sera ap-
peleeici un cycle evanouissan. L'existence d'un tel cycle est le premier pas de la
demonstration et n'est pas speci que a la dimension 3 (sa demonstration pousse
un peu plus loin I'argument du lemme fondamertal de ma these). Une deuxieme
note [38], publiee quelquesmaois plus tard, generalise le theoreme principal en af-
faiblissant les conditions pour I'existence d'un cycle evanouissar et precisequ'en
dimension 3, si une feuille porte un cycle evanouissan, alors cette feuille estun tore
bordant une composarte de Reeb.

Lesindications donneespar Novikov danscesdeux notesn‘ont pasete su san tes
pour que nous puissionsreconstruire la demonstration du theoreme principal. Ce
travail a pourtant eu tout de suite une grande in uence. Par exemple, javais
decrit en 64 les resultats de Novikov dans un colloque de topologie a Manchester
et ala n del'expose, Likorish avait deja compris commert on pouvait feuilleter
toutes les varietes de dimension 3 (voir [40]), resultat demortr e independammen
par Zieshangqui etait en contact avecNovikov, voir [41]. Cen'est queversla n de
1966 que j'ai pris connaissancedu travail fondamenrtal de Novikov (The Topology
of Foliations [41]) qui cortenait les details des demonstrations (certains sort tres
subtils et ingenieux), et gracea l'aide d'Israel Bernstein qui m'a traduit du russedes
passage®ssetiels, j'ai pu exposeren details la demonstration de I'existence d'une
feuille compacteen janvier 67 dansle seminaire de” Current Literature " commun
a I'Univ ersite de Princeton et I'Institute for Advanced Study. Lesnotesredigeesde
cet expose ont circule a Berkeleynotammernt (et ont ete traduites pour un seminaire
Bourbaki [42] en 68). Novikov a fait une visite aux Etats-Unis en 1967, et lorsqu'il
a pas® a Berkeley il a ete tressurpris de rencortrer tant de jeunesmathematiciens
travaillant sur lesvarietesfeuilletees. C'est dire qu'en quelquesannees,la situation
avait radicalemert change et que la theorie des feuilletages devenait un sujet a la
mode.

Simultanemert en France, Harold Roserberg avait commenc a etudier les feuil-
letagesde codimension 1 sur les varietes de dimension 3 et les actions localement
libres de R" sur desvarietes. Il avait obtenu de nombreux resultats, par exemple
lirr eductibilit e des 3-varietes feuilletees sans composartes de Reeb [43] et com-

“Pour un survol des relations entre top ologie des varietes de dimension 3 et feuilletages, voir
Gabai [80].



12 PAR ANDR E HAEFLIGER

mencait a diriger d'excellerts elevesdans cesdirections.

En relation directe avecla thesede Reeb,signalonspour terminer la remarquable
gereralisation par Thurston [62] des theoremesde stabilit e (globale et locale) de
Reeb,ou I'nypotheseque le groupe de Poincare d'une feuille compacteF est ni est
remplaceedans le casC? par I'nypothse que H*(F;R) = 0 et que, en codimension
1 le feuilletage est transversalemen oriente, et en codimension > 1 I'holonomie
in nit esimaleest triviale.

5. Quelques probl emes issus de la th ese de Reeb.

Mentionnons quelquesproblemesposes explicitement ou implicitement dans la
thesede Reeb.

1. Siune variete V admet un champ continu K d'elemerts de contact de di-
mension p, admet-elle un feuilletage de dimensionp ? (cf. Reeb[27], p.95). Plus
preciemern, K est-il homotope a un champ completemert integrable?

2. Existe-t-il un feuilletage analytique reel de codimension 1 sur S3 2. Tout
feuilletage de codimension 1 de S® possde-t-il toujours une feuille compacte ?

3. Dans un feuilletage topologique, les feuilles voisines d'une feuille compacte
F simplemert connexesort-elles homeomorphesa F. De maniere equivalente, une
submersiontopologique propre est-elleune bration ?

4. Si un feuilletage sur une variete compacte a toutes sesfeuilles compactes,
est-ceque chaquefeuille possedeun systemefondamertal de voisinagessaturespar
desfeuilles, c'est a dire le groupe d'holonomie de chaque feuille est-il ni? (ou de
maniere equivalente le volume desfeuilles est-il borne ?).

5. A quelle condition une forme de Pfa holomorphe completemen integrable
avec singularitesadmet-elle localement une integrale premiere?

Retracons tres brievemert I'ewlution de cesproblemes. Comme nous venons
de le voir, la premiere partie du deuxieme probleme a ete resoluepar Hae iger
[28] en 1956 et la deuxieme partie par Novikov [37] en 1964. Pour la solution du
troisieme probleme, il a fallu attendre lesresultats profonds de Kirb y-Siebenmann
sur I'extension des isotopies topologiques,voir Siebenmann [56]. Completant des
resultats de R. Moussu[68], Malgrange [69] a apport e une solution tr essatisfaisarte
au cinquieme probleme en montrant qu'une 1-forme holomorphe completemert
integrable admet un facteur integrant au voisinaged'un point singulier si la codi-
mensiondespoints singuliers est au moins trois.

L'histoire du quatrieme probleme est tres interessate. D. Epstein a repondu
d'abord par I'a rmativ eala question4 en 1972dans le casdesvarietescompactes
de dimension 3 [57], en demortrant que, pour tout ot sanspoint xe sur une
variete de dimension 3 ayant toutes sesorbites periodiques, il existe une action du
cercle ayant les mémesorbites. La demonstration de ce resultat est tr es delicate
et ingenieuse, et les techniques initi eespar David Epstein ont in uenc e tous les
travaux ulterieurs sur ce probleme. Ainsi Edwards, Millett et Sullivan [66] ont
montr e que le resultat d'Epstein segeneralisait en codimension 2, a savoir que, pour
tout feuilletagesde codimension 2 d'une variete compacte dont toutes les feuilles
sont compactes,le volume desfeuilles reste borne (ou de maniere equivalente, tous
lesgroupesd'holonomie sort nis). L'exemple par Sullivan [67]d'un ot sanspoint
Xe sur une variete compactede dimension5 dont la longueur desorbites n'est pas
borne a cree une grande surprise. Cet exemplea ete suivi par beaucoupd'autres
et nalement E. Vogt [73] a reussile tour de force de construire un feuilletage en
cerclesde R3.
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Le premier probleme, celui de I'existence de feuilletages, est bien s0r fonda-
mental et naturel. A I'epoque de la these de Reeb on ne connaissait que peu
d'exemples de feuilletages, et surtout de varietes compactesadmettant des feuil-
letagesde dimension > 1 (en dehorsdes brations). Comme on I'a vu plus haut,
Lickorisch [40] et Zieshang [41] ont demortr e independammert en 1965 par des
constructions explicites I'existence de feuilletagesde codimension 1 sur toute variete
orientable de dimension 3 et J. Wood [47] a montre en 1969 que tout champ de
2-planstransversalemen orientable sur une variete de dimension 3 est homotope a
un champ completemert integrable. Il a fallu attendre 1970pour avoir les premiers
exemplespar Lawson[53] de feuilletagesde codimension 1 sur desspheresde dimen-
sion impaire superieure a trois, et I'annee suivante (Tamura et Durfee ) pour des
exemplesde feuilletages de codimension 1 sur toutes les spheresde dimension im-
paire (voir le survol de Lawson[61]). A. Phillips ([44] et [45]) a montr e en 1968que
sur une variete connexeouverte, tout champ de p-plans dont le complemertaire est
un br etrivial (ou plus generalemen a groupe structural discret) etait homotope
a un champ completemert integrable,en utilisant satheorie dessubmersions.

La decouwerte par Raoul Bott [46] en 1968 de champs de p-plans non homo-
topesa un champ completemert integrablea ouvert desperspectivesinsoupconnees
jusqu'alors. Bott montre que si F est un feuilletage de classeC? de dimension p
et codimension g sur une variete M, alors les classesde cohomologiereellesde M
qui sont despolyndmesdans les classesde Pontrjagin du br e vectoriel normal aux
feuilles devaient s'annuler en degressuperieursa 2q. Cette condition ne depend que
de la classed’homotopie du champ de p-plans tangents aux feuilles. Comme on l'a
mentionne plus haut, la demonstration de Bott est tr esdirecte et naturelle. A ma
connaissancecette condition d'annulation est a cejour la seuleobstruction connue
pour deformer un champ de p-plans en un champ completemert integrable.

Cette decouwerte et les travaux de Phillips mentionnes ci-dessusm'ont motive
pour reprendre lesideesde ma theseet construire un espaceclassi ant B pour les
-structures (voir [50],[51]et [72], p. 82 pour un enone plus precis). En utilisant le
theoremede transversalite de Gromov-Phillips [48] et [49], on y montre qu'il existe
une theorie d'obstructions pour I'existence d'un feuilletage sur une variete connexe
ouverte ayant une structure transversemodeleepar (suppose forme de germesde
di eomorphismeslocaux). Lorsque estle groupcrde topologique ¢ de tous les
germesde di eormorphismesde RY de classeC", on a une application naturelle D :
B 4! BGlg, induite par la di erertielle, qu'on peut remplacer a homotopie pres
par une bration. Le theoremed'annulation de Bott peut s'exprimer de la maniere
suivante: pour r 2, 'homomorphismeH (BGIq;R)! H (B §;R) induit par la
projection D s'annule pour > 2g. Thurston a demorir e le resultat extrémemert
remarquable suivant pour r = 1 : si K estun champ de p-plans de codimension
g sur une variete M, il est homotope a un champ C! completemert integrable
si et seulemen si I'application de M dans BGL4 classiant le br e normal a K
peut serelever suivant une application dans B  ( pour M compacte ou non et
g > 1, voir Thurston [59] et aussi Eliashberg-Mischachev [83], et pour g = 1, voir
Thurston [65]). Theoriquemert on a donc en princip e une theorie d'obstructions
classiquepour le problemeNo 1 pose par Reeb. Tout la dicult e est de calculer
le type d'homotopie de la bre homotopique de D, notee B_;. Mather en 1971
deja a decouwert [52] que, pour q = 1, 'homologie de cette bre etait intimemernt
liee a celle de 'homologie du groupe desdi eomorphismesa support compact de
R isotopesa l'identit e (considere comme groupe discret); ce resultat a ete ensuite
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etendu par Mather et Thurston en toute codimension g. En particulier B_; est
g+ 1-connexesir 6 g+ 1 (voir le rapport de Mather [64] et ceuxde Thurston [63]
et [60]); c'est un resultat tres profond qui equivaut a la simplicite du groupe des
di eomorphismesa support compactde RY isotopesa l'identit e (dans [58] Thurston
montre commert cette propri ete peut &tre utilis eedirectemernt pour montrer qu'un
champ de 2-plans est homotope a un champ completemert integrable). Selonle
méme princip e, Thurston a montr e que le resultat de Mather [55] sur la trivialit e
de I'hnomologie du groupe deshomeomorphismesa support compact de R entra’ne
gu'il n'y pasd'obstruction a deformerun champ de p-plans en un champ tangent
a un feuilletage topologique. Entre-temps la decouwerte par Godbillon et Vey de
leur fameux invariant [54] a revele une connexion profonde entre la cohomologie
de Gelfand-Fuks de l'algebre de Lie des champs de vecteurs formels sur RY et la
cohomologiede la bre de D et a permis de montrer la non-trivialit e de plusieurs
groupes de cohomologiede cette bre. Malgre tous cesresultats spectaculaireset
tr es profonds obtenus dans les annees70, le type d’homotopie de B_; est encore

tresmal connu. Depuis cette epoque, a part de rares exceptions (voir Tsuboi [76]
et [77] qui a montre que B_; est contractile), pratiqguement aucun progresn'a ete

realise. La solution desquestionsles plus nesves, par exemplela connexite de cette
bre pour g> 1 ou la determination de son premier groupe d’homotopie non nul,
senble hors de porteepour le momen.

On voit donc quetoutes cesquestionsissuesde la thesede Reebont joue un role
de catalyseur dans bon nombre de recherchessur lesfeuilletages;la plupart d'entre
ellesont ete resoluesdans les 30 ans qui ont suivi et Reeb, apres avoir rappele le
scepticismequi avait accueilli les debuts de la theorie desfeuilletages, pouvait dire
avecune ert ejusti eedansla prefacedu livre de Godbillon [78]: " Sur une duree
de quarante anneeslimmeuble s'est edi e; des cerntaines d'ouvriers ont oeuvre.
L'edi ce n'est pas acheve, mais on peut visiter. Oui, visiter estle mot".
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